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Capitulo 1

Completacion

1.1 Introduccion

Vamos a iniciar el estudio local, en un entorno de un punto, de las variedades algebraicas. Es decir,
del estudio del anillo local de los gérmenes de las funciones algebraicas de una variedad en un punto.

En las siguientes secciones abordamos la completaciéon de un anillo en un punto. Esta técnica
consiste en tomar los desarrollos de Taylor de las funciones en el punto. Asi, el proceso de comple-
tacién puede entenderse como una aproximacién algebraico-analitica al estudio de las variedades. El
completado del anillo de funciones algebraicas de una variedad en un punto reflejara las propiedades
locales de la variedad en el punto. Si bien el proceso de completacién es mas drastico que el de
localizacion. Por ejemplo, los anillos locales de una recta afin y los de una ctbica plana sin puntos
singulares no son isomorfos pues no lo son sus cuerpos de funciones, sin embargo, los completados de
sus anillos locales si son isomorfos (sobre un cuerpo algebraicamente cerrado).

Demostraremos, mediante Artin-Rees, que el morfismo de completacién A — A es plano. La
estructura de A es mas sencilla que la de A. Asi, gracias a la platitud del morfismo de completacion,
muchos problemas se pueden simplificar estudidndolos en A.

Nuestros objetivos seran demostrar las propiedades de exactitud de la completacién, que la com-
pletacién de un anillo noetheriano es noetheriano, que el morfismo de completacién es plano y el
teorema de Cohen. El teorema de Cohen es un teorema de estructura de los anillos completos. Afir-
ma que, en general, la completacion de un anillo local noetheriano es un cociente de un anillo de series
formales, como sucede con los anillos de funciones de las variedades algebraicas.

1.2 Anillos noetherianos. Variedades algebraicas. Repaso

En Geometria Algebraica los espacios estudiados son objetos definidos por un nimero finito de ecua-
ciones (la finitud es una condicién natural). Es decir, los ideales que se consideran son los generados
por un numero finito de funciones. Los anillos cuyos ideales son finito generados se denominan noet-
herianos. Como veremos los anillos que usualmente aparecen en Geometria Algebraica y la Aritmética
son noetherianos, de forma que estos anillos proporcionan el marco natural para desarrollar su estudio.

Sera natural comenzar estudiando los médulos finito generados, cuyos submédulos sean finito
generados, en vez de limitarnos simplemente a los anillos cuyos ideales son finito generados. Las
operaciones bédsicas como producto tensorial, cocientes etc., se realizan de un modo mucho més flexible
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y claro con los médulos, y muchos de los objetos usuales en Matematicas tienen estructura de médulo.

Definicién 1.2.1. ! Un A-médulo M se dice que es un A-médulo noetheriano si todo submédulo
suyo (propio o no) es finito generado.

Definicién 1.2.2. 2 Un A-médulo M se dice que es noetheriano si toda cadena ascendente de
submédulos de M
My CMyC---M,C---

estabiliza, es decir existe m >> 0 de modo que M,,, = M, 41 = ---.
Proposicion 1.2.3. Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostracion. def' = def?: Sea una cadena ascendente de submédulos de M, M; € My C --- C
M, C.--.
o0
Sea M' = ‘UlMi C M. Como M’ es un submédulo de M, es finito generado. Escribamos
i=

M'" = (my,...,m;), con m; € M;,. Sea m el méximo de todos los i;. Entonces trivialmente se
obtiene que M’ = M,,, luego M,;, = Mypq41 =---.

def? = def': Sea M’ C M. Sea m; € M’ y consideremos el submédulo de M, M; = (m;). Si
My # M', sea my € M’ — M;. Consideremos el submédulo de M, My = (mj,m2). Repitiendo el
proceso, obtenemos una cadena de inclusiones estrictas

<m1> C (ml,m2> cC .-

que ha de ser finita, porque por la segunda definicién toda cadena estabiliza. Por tanto, existe un
m € N tal que (my,...,m,) =M.
O

Ejemplo 1.2.4. Los k-espacios vectoriales de dimension finita son k-mdédulos noetherianos.
Proposicion 1.2.5. Todo submddulo de un mddulo noetheriano es noetheriano.
Proposicion 1.2.6. Todo cociente de un mddulo noetheriano es noetheriano.

Demostracion. Sea M noetheriano y m: M — M/N un cociente. Dado un submédulo M C M/N,
tenemos que 7'M = (mq,...,m,). Por tanto, M = (m(my),...,n7(m,)). O

Proposicion 1.2.7. Sea
0— My — My > My — 0

una sucesion exacta de A-mddulos. Se verifica que My es noetheriano < My y M3 son noetherianos.

Demostracion. =) Esto es lo que afirman las dos proposiciones anteriores.
<) Sea M’ C M. El diagrama siguiente es conmutativo y las filas son exactas:

0 —— M'nM; M’ (M) —— 0
N N N
0 —— My Mo - M; — 0
Tenemos que M’ N My = (mq,...,m,) y que m(M') = (w(n1),...,m(ns)). Por tanto, tenemos la
igualdad M’ = (my,...,my, 01, ..., Ng).

O
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Ejercicio 1.2.8. Probar que M y M’ son noetherianos si y sélo si M & M’ es noetheriano.

Definicién 1.2.9. Se dice que un anillo es noetheriano si como A-mdédulo es noetheriano, es decir si
todo ideal es finito generado, o equivalentemente, si toda cadena ascendente de ideales estabiliza.

Ejemplo 1.2.10. Los cuerpos, los anillos de ideales principales, como Z, k[x], son noetherianos.

Un ejemplo de anillo no noetheriano, es el anillo de funciones diferenciales en la recta real:

Sea I,, el ideal de las funciones que se anulan en (—%, %), n € N. Tenemos que Iy C Iy C --- C
I, C --- es una cadena ascendente estricta de ideales en el anillo, luego no estabiliza. Por tanto, el

anillo no es noetheriano.
Corolario 1.2.11. Si A es noetheriano entonces todo A-mddulo finito generado es noetheriano.

Demostracion. Si A es noetheriano A™ es un A-médulo noetheriano, por el ejercicio que sigue a
la proposicién 1.2.7. Ahora bien, como todo mdédulo finito generado es cociente de un libre finito
generado, concluimos que los médulos finitos son noetherianos.

O

Por tanto, sobre los dominios de ideales principales todo médulo finito generado es noetheriano.
Ejercicio 1.2.12. Si A es noetheriano Ag es noetheriano

Ejercicio 1.2.13. Demostrar que Q[x,z1,...,Zn,...]/((z — n)2n)nen es localmente noetheriano
pero no es noetheriano.

Proposicién 1.2.14. Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec A es un espacio topolégico noet-
heriano. (Un espacio topoldgico se dice que es noetheriano si toda cadena descendente de cerrados
estabiliza,).

Demostracion. Sea C1 O Cy O --- D (), D --- una cadena descendente de cerrados. Sean I; los
ideales de funciones que se anulan en C;. Luego (I;)o = C; y tenemos la cadena

LcLCc---CI, C---

Cadena que estabiliza por ser A noetheriano. Es decir, existe m € N de modo que I, = I;;,41 =+ -.
Luego, Cp, = Crpp1 = -+ -
O

Ejercicio 1.2.15. Demostrar
1. Todo espacio topolégico noetheriano es compacto.
2. Todo abierto de un espacio topolégico noetheriano es noetheriano.

3. Llamemos cerrado irreducible a todo cerrado que no es unién de dos cerrados propios. Todo
espacio topoldgico noetheriano es unién de un niimero finito de cerrados irreducibles.

Ejercicio 1.2.16. Probar que en un anillo noetheriano el nimero de ideales primos minimales es
finito.

Definicién 1.2.17. Un morfismo de anillos f: A — B se dice que es finito si B es un A-mdédulo
finito, con la estructura natural de A-médulo que define f en B (a - b = f(a) - b). En este caso,

también se dice que B es una A-dlgebra finita.
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Ejemplo 1.2.18. R — C es un morfismo finito.

Proposiciéon 1.2.19. La composicion de morfismos finitos es finito.

finito finito

Demostracion. Sean A — B — C. Es decir, B = Aby +---+ Ab, y C = Bec; + -+ -+ Bey,. Luego,

C=(Aby+ -+ Aby)cr + -+ (Aby + - + Aby)e = Z Ab;c;

i=1,j=1

En conclusién, A — C' es un morfismo finito.
O

Proposicién 1.2.20. Sea A — B un morfismo finito y A — C un morfismo de anillos. Se verifica
que C =A®4C — B®aC es un morfismo finito.

Corolario 1.2.21. Si A — B es un morfismo finito entonces As — Bs y A/I — B/I - B son
morfismos finitos

Definicién 1.2.22. Sea A — B un morfismo de anillos. Se dice que b € B es entero sobre A si
verifica una relacién del tipo

" +arb" 4 4a, =0, cona; € A

Proposicién 1.2.23. Sean f: A — B un morfismo de anillos y b € B. Denotemos A[b] = {p(b) € B,
para p(x) € Alx]}. El morfismo A — A[b] es finito < b es entero sobre A.

Demostracion. =) Sea by,...,b, un sistema generador del A-médulo A[b]. Consideremos el endo-
morfismo de A-médulos
Alp] -2 A[b]
c—c-b
Sea (a;;) una matriz asociada -b en el sistema generador by,...,b,. Sea p.(z) = |(a;; —x - Id| =

2"+ a1z L+ +ap, con a; € A. Se verifica que p.(-b) = 0, luego p.(b) = p.(-b)(1) = 0 y b es entero
sobre A.

<) Sea p(z) = 2" +a12" 1+ +ayn, con a; € A, tal que p(b) = 0. El epimorfismo A[z]/(p(z)) —
Ab], g(z) — q(b) esté bien definido. Por tanto, sélo tenemos que demostrar que A[z]/(p(x)) es un
A-médulo finito generado.

Veamos que 1,7,...,7" 1 es un sistema generador de A[x]/(p(x)) (de hecho, es una base):
"= —(a1 7" 4.t an) € (1,7, 3"
"= (7" + ...+ an) € (Z,T,...,2") C (1,Z,...,3" 1)

O

Observacién: Para la demostracién de =) sélo es necesario suponer que A[b] estd incluido en
una A-algebra finita.

Definicién 1.2.24. Dada una extension de cuerpos k — K y a € K, decimos que « es algebraico
sobre k, si es entero sobre k, que equivale a decir que « es raiz de un polinomio con coeficientes en k.
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Ejemplo 1.2.25. Si « es una raiz n-ésima de la unidad, entonces Q — Q(«) es un morfismo finito.

Ejemplo 1.2.26. El morfismo Spec k[z,y]/(y? — 22 + 23) — Spec k[z] definido por (a, 3) — « es un
morfismo finito.

Proposicién 1.2.27. Sea f: A — B un morfismo de anillos. El conjunto de elementos de B enteros
sobre A forman una A-subdlgebra de B.

Demostracion. Sean by,bs € B enteros sobre A. Tenemos que A — A[by] es un morfismo finito, y
Alby] — Alby, ba] es un morfismo finito porque si by verifica una relacién entera con coeficientes en A,
en particular la verifica con coeficientes en A[b;]. Por tanto, por la proposicién 1.2.19 A — A[by, bs]
es un morfismo finito. Luego, por la observacién anterior, todo elemento p(b1, by) € A[by,bs] € B, con
p(z,y) € Alx,yl, es entero sobre A. Hemos concluido.

O

Lema 1.2.28. Sea k un cuerpo. Las k-dlgebras finitas integras son cuerpos.

Demostracion. Sea A una k-algebras finita integra. Dado a € A no nula, la homotecia A % A, b+ b-a
es inyectivo por la integridad de A. Por tanto, por dimensiones, es isomorfismo. Luego a es invertible

y A es cuerpo.
O

Lema 1.2.29. Sea k un cuerpo. El espectro de una k-dlgebra finita es un nimero finito de puntos
cerrados.

Demostracion. Las k-4lgebras finitas son anillos noetherianos luego tienen un nimero finito de ideales
primos minimales. Si hacemos cociente por un ideal primo minimal obtenemos una k-algebra finita
integra, luego es un cuerpo por el lema anterior. Por tanto, los ideales primos minimales son maximales

y hemos concluido.
O

Corolario 1.2.30. Sea A una k-dlgebra finita y {x1,...,2,} = Spec A. Se cumple que el morfismo
natural
A— Ay XX Ay,

es un isomorfismo. Luego toda k-dlgebra finita es un producto de un numero finito de k-dlgebras
finitas locales.

Demostracion. Para probar que un morfismo es isomorfismo basta verlo localmente. (A, X -+ X
Az, )z, = Az, Porque (Ag, ), =05sii# jy (Ag, )z, = Ag,. Se concluye inmediatamente. O

Lema 1.2.31. Si f: A — B es un morfismo finito e inyectivo, entonces el morfismo inducido
f*: Spec B — Spec A es epiyectivo.

Demostracion. Dado x € Spec A, el morfismo A, — B, es finito e inyectivo. Por Nakayama, p, B, #
B, luego Spec B, /p. B, # (). Es decir, la fibra de x es no vacia, luego f* es epiyectivo. O

Definicién 1.2.32. Llamaremos dimensiéon de Krull de un anillo A al supremo de las longitudes de
las cadena de ideales primos de A, o equivalentemente al supremo de las longitudes de las cadenas de
cerrados irreducibles de Spec A. Denotaremos a la dimensién (de Krull) de A por dim A.

Ejercicio 1.2.33. Demostrar que la dimensién de Krull de C[z, y] es dos.
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Teorema 1.2.34. Si f: A — B es un morfismo finito entonces el morfismo inducido f*: Spec B —
Spec A es una aplicacion cerrada de fibras de dimension cero y finitas.

Demostracion. Sea C' = (J)p un cerrado de Spec B. Debemos demostrar que f*(C') es un cerrado de
Spec A. Consideremos los diagramas

A 1 . B Spec A A Spec B

5
AJJNA —— B/J (JNA)g=SpecA/JNA < SpecB/J=C
Basta ver que f*|. es epiyectiva. Ahora bien, como A/JN A < B/.J es un morfismo finito inyectivo,
por el lema anterior concluimos que f*o es epiyectiva.
La fibra de un punto = € Spec A es f* ' (x) = Spec B, /p,B,. Observemos que si f*~'(z) # ()
entonces B, /p; By es una A, /p,-dlgebra finita. Concluimos por el lema 1.2.29 O

Ejercicio 1.2.35. Probar que la inclusién natural k[z] < k[z,y]/(zy — 1) no es un morfismo finito.

Teorema 1.2.36 (del ascenso). Sea f: A — B un morfismo finito. Sean p, C p,r C A yp, C B
ideales primos, de modo que f~'(py) = p.. Ewiste un ideal primo p,, C B, de modo que p, C py y
fﬁl(py’) = Pa-

Demostracion. Por el teorema anterior f*: Spec B — Spec A es una aplicacién cerrada. Por tanto,
f*(y) = z. Luego como z’ € Z, existe un y' € g tal que f*(y') = 2’. Es decir, p, C py y
f_l(py') = Pgr. O

Corolario 1.2.37. Si f: A — B es un morfismo finito de modo que f*: Spec B — SpecA es
epiyectivo (por ejemplo, si f es inyectivo) entonces dim A = dim B.

Demostracion. Dada una cadena estricta de cerrados irreducibles 43 C g2 C --- C ¥, de Spec B,
F*(y1) C f*(y2) C -+ C f*(yn) es una cadena de cerrados irreducibles estricta de Spec A, pues las
fibras son de dimensién cero (1.2.34). Por tanto, dim B < dim A.

Sea ahora una cadena estricta de cerrados irreducibles ; C Ty C -+ C &, de Spec A. Sea y,, €
Spec B, tal que f*(y,) = x,. Por el teorema del ascenso, existe y,_1 € g tal que f*(yn—1) = Tp_1.
Asi sucesivamente, obtendremos una cadena estricta de cerrados irreducibles §; C g2 C --- C @, de
Spec B (de imagen por f*, la cadena de Spec A). Por tanto, dim A < dim B, luego dim A = dim B.

O

Proposiciéon 1.2.38. Sea G un grupo finito de automorfismos de un anillo B. Se verifica que
Spec BE = (Spec B)/G

donde B¢ = {b € B: g(b) = b, para todo b € B} y (Spec B)/G es el espacio topoldgico cociente
de Spec B por la relacion de equivalencia x ~ ', si existe un g € G tal que ' = gz (es decir,
Py = g(pz))

En consecuencia, el morfismo natural w: Spec B — Spec B es abierto, y el morfismo B¢ — B
cumple el teorema del descenso de ideales: dados dos ideales primos p,» C p, C BEC, y un ideal primo
p. € B tal que p, N B¢ = py, entonces existe un ideal primo p,r C P, tal que pyr N BG = Py’
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Demostracion. Empecemos observando que dada f € B, el polinomio [] (z — ¢g(f)) es un polinomio
geG

ménico con coeficientes en BY. Por tanto, BY — BC[f] es un morfismo finito. Por tanto, B¢ — B
es un morfismo entero, luego epiyectivo y cerrado en espectros.
Sélo nos falta ver que las fibras del morfismo Spec B — Spec B¢ son érbitas por la accién de G.
G actiia transitivamente sobre las fibras del morfismo Spec B — Spec BS: Obviamente, dado un

ideal primo p, C B, g(p,) corta a BE en el mismo ideal primo que p,. Es decir, G actiia en las fibras.
Sea p, es un ideal primo de B distinto de g(ps’) = Pg(z) Para todo g € G. Supongamos que x,x’
(o)

tienen la misma imagen por el morfismo Spec B — Spec B¢, digamos y. Sabemos que p, no esta
incluido en ninguno de los g(p,), luego existe una f € B que se anula en x y no se anula en ninguno

de los g(z'). Entonces N(f) = [T 9(f) € BY se anula en z y no se anula en ninguno de los g(z).
el gea

Llegamos a contradiccién, porqué por un lado N(f) ha de anularse en y y por el otro no.
Vayamos con la consecuencia. Sea U C Spec B un abierto. Se cumple que V = UGg(U ) es
ge

un abierto y que 7= (7(U)) = V, luego 7(U) es un abierto. Por ultimo, sea " € Spec B tal que
7(x") = y'. Hemos dicho més arriba que 7 es un morfismo cerrado, por tanto, 7(x”) = y'. Luego
existe 21 € 2”, tal que 7(z1) = y. Como las fibras de 7 son érbitas, tenemos que z = gy, para cierto
g € G. Ahora es facil ver que w(gz”") =y y © = gz1 € ga”, i.e., pgu es el ideal p,» buscado.

O

Teorema 1.2.39 (Descenso. Cohen-Seidenberg). Sea A un anillo integramente cerrado en su
cuerpo de fracciones ¥. Sea X — X/ una extension finita de cuerpos y A’ el cierre entero de A en Y.
El morfismo Spec A’ — Spec A es abierto y A — A’ cumple el teorema del descenso de los ideales.

Demostracion. Sea X" la envolvente normal de X', sobre Y. Sea A” el cierre entero de A en Y.
Observemos los morfismos

A— A — A", SpecA « Spec A’ «— Spec A”

Los morfismos inyectivos enteros, como los finitos, son epiyectivos en espectros. Por tanto, si Spec A” —
Spec A es abierto entonces Spec A’ — Spec A es abierto. Igualmente, si A — A” cumple el teorema
del descenso de ideales, entonces A — A’ también.

En conclusién, podemos suponer que ¥ < Y’ es una extensién normal, digamos de grupo de
Galois G. Sea A el cierre entero de A en ¥/, Es fécil ver que A = A’ Por la proposicién anterior,
se cumple Cohen-Seidenberg para el morfismo A = A’ ¢ <, A'. Para concluir, basta demostrar
Cohen-Seidenberg para

A—— 4

(

E(ﬁ E/G

¥ es puramente inseparable, sobre X, luego para todo b € Z’G, existe un n € N de modo que b*" € ¥
(donde 0 < p = carX). Por tanto, para todo b € A, existe un n € N de modo que b*" € A (pues b”"
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es entero sobre A). Se concluye, pues ha de verificarse que Spec A = Spec A, con las asignaciones
Spec A === Spec A
p———=p' ={bc A: " cp}
pPNA<—Yy
O

Definicién 1.2.40. Sea A una k-dlgebra. Diremos que las funciones &1, .. ., &, € A son algebraicamente
independientes sobre k cuando el morfismo de k-dlgebras k[x1, ..., 2,] — A, p(x1,...,2n) — p(&1, ..., &n)
sea inyectivo; es decir, cuando cualquier relacién algebraica ), ; ai; ., o gn =0, con coefi-
cientes en k, tenga todos sus coeficientes nulos.

Lema 1.2.41 (de normalizacién de Noether). Sea A = k[1, ..., &,] una k-dlgebra de tipo finito.
Supongamos que k tiene un mimero infinito de elementos*. Existe un morfismo finito inyectivo

Elxy,...,z,] — A
“Toda variedad algebraica afin se proyecta de modo finito en un espacio afin”.

Demostracion. Vamos a hacerlo por induccién sobre n. Para n = 0, no hay nada que decir (k = k).
Supongamos que el teorema es cierto hasta n — 1.
Sea r el nimero méximo de {&;} algebraicamente independientes entre si. Si r = n, entonces

kl&1,...,&) = k[z1,...,2,]). Podemos suponer entonces que &, es algebraico sobre k[¢1,...,&n—1]-
Luego existe un p(z1, ..., z,) € k[z1,...,zy], donde la variable x,, aparece, de modo que p(&1,...,&,) =
0.

Escribamos p(z1,...,&n) = ps(®1,. ., Zn) + Ds—1(T1,- -, @) +...+ po(21,...,2,) como suma de
polinomios p;(z1,...,z,) homogéneos de grado i. Sean x; = x} + \;xy,, entonces

/ / s
p(x] + MTny o+ A1, Tn) = Ds(A1, oy A1, Dan+
polinomio en x,...,2z),_,z, de grado en z,, menor que s

Asi pues, si eligimos A1,...,A\,—1 € k de modo que ps(A1,...,A\n—1,1) # 0, tendremos que &, es

entero sobre k[¢f,...,&, 1], , con & = & — \i&,. Por tanto, la composicién
finito , , finito , ,
k[‘rlv--wxr] H(_) kl[glv"'agn—l] — k[&l?'"7£n—17€n]:k[£17"'7£n—17€n]
ip.ind.
es el morfismo finito buscado. O

Definicién 1.2.42. Sea A una k-dlgebra, diremos que x € Spec A es un punto racional si A/p, = k.

Proposicién 1.2.43. Sea A = k[z1,...,z,]/T eI = (p1(z1,...,Zn), -, pm(T1,...,2,)). Se cumple
que los puntos racionales de Spec A se corresponden biyectivamente con las soluciones del sistema de
ecuaciones

pi(@1,. . @n) =0, pm(@1, - an) = 0

1Esta hipétesis no es necesaria, sélo la imponemos porque la demostracién del lema es algo més sencilla.
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Demostracion. Sea x € Speck[z1,...,xy]. Si k[x1,...,2,]/px = k, entonces Z; = a; € k. Por tanto,
x; — o € p, y se cumple que p, = (x1 — @1,...,Z, — ). Ademds, se cumple la inclusién I =
(p1(x1,.. s xn)y ey D (@1, ooy 2n)) C g siy sélosipr(ag,...,an) =0,...,pm(a,...,a,) =0. En
conclusién, como los puntos racionales de A, se corresponden con los puntos racionales de k[z1, . .., z,]
que contienen a I, los puntos racionales de A se corresponden biyectivamente con las soluciones del
sistema de ecuaciones

pl(xla-“axn) = Oa'~-7p7rL(x1a-~-axn) =0

O
Teorema 1.2.44 (de los ceros de Hilbert). Sea k[(1,...,&,] una k-dlgebra de tipo finito y m
un ideal maximal. Entonces k[y,...,&,]/m es una extension finita de k. En particular, si k es
algebraicamente cerrado k = k[&q,...,&,])/m. “Todo punto cerrado de una variedad algebraica afin

sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es racional”.

Demostracion. Obviamente k[€1,...,&,]/m es una k-dlgebra de tipo finito sobre k. Por el lema de
normalizacién de Noether, existe un morfismo finito

klzy, ...,z = k[, ...,&]/m

Por tanto, el término de la izquierda de la flecha ha de tener dimensién cero, luego r = 0 y concluimos.
O

Ejercicio 1.2.45. Calcular los ideales maximales de Clx1,...,,] y los de C[zy, 72, x3]/(2% + 23 +
2
x3 —1).

Ejercicio 1.2.46. Sean X = SpecA y Y = Spec B dos variedades algebraicas sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado k. Definamos X x; Y = Spec A ®;, B. Probar que los puntos cerrados de la
€

variedad algebraica X x; Y son el producto cartesiano de los puntos cerrados de X pos los de Y.

Proposicién 1.2.47. Sea f*: X = Spec B — Y = Spec A un morfismo entre variedades algebraicas
afines. La imagen por f* de un punto cerrado es un punto cerrado.

Demostracion. Dado un punto cerrado € X y f*(z) = y, tenemos que p, = f~'ps, luego el morfismo
A/py — B/p, es inyectivo. Por el teorema de los ceros de Hilbert, B/p, es una extensién finita de k,
por tanto A/p, también, luego es un cuerpo. Es decir, f*(x) = y es un punto cerrado. O

Corolario 1.2.48. Sea U C X un abierto de una variedad algebraica afin. Los puntos cerrados de
U se corresponden con los puntos cerrados de X que yacen en U.

Demostracion. Sea x € U un punto cerrado, sea U, = Spec A, C X = Spec A un abierto bésico
conteniendo a z, tal que U, C U. Obviamente x es un punto cerrado de U,. A, = A[%] es una
k-dlgebra de tipo finito, luego U, = Spec A, es una variedad algebraica. Por la proposicién anterior
aplicada a la inclusién U, C X, tenemos que x es un punto cerrado de X. Hemos concluido. O

Corolario 1.2.49 (forma fuerte de los ceros de Hilbert). Sea k[¢1,.. ., &,] una k-dlgebra de tipo
finito y f € k[&1,...,&)]. Si f se anula en todo ideal mazimal entonces es nilpotente. En particular,
st una funcion se anula en todos los puntos racionales de una variedad algebraica afin integra, sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces es nula.
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Demostracion. Por el corolario anterior, el conjunto de los ideales maximales de k[&1,...,&]r, se
corresponde biyectivamente con el conjunto de los ideales maximales de k[¢1, . . ., &,] que no contienen
a f. Como este ultimo conjunto es vacio, tenemos que k{1, ..., &,]f = 0, es decir, f es nilpotente. [

Definicién 1.2.50. Diremos que X = Spec A es integra si A es un anillo integro.
Corolario 1.2.51. Las subvariedades algebraicas integras estdn determinadas por sus puntos cerrados.

Demostracion. Sea X = Spec A una variedad algebraica y Y C X una subvariedad algebraica integra.
Sea p el ideal primo de las funciones que se anulan en Y. Basta ver

Obviamente el primer término de la igualdad esté incluido en el segundo. Haciendo cociente por p,
tenemos 0 C N m, en A/p. Por el corolario anterior N m, son los nilpotentes. Ahora bien A/p es
r=x =X

integra, luego 0 = N m,. Hemos concluido.
r=x
O

1.3 Limites inductivos y proyectivos

Sea I un conjunto ordenado, diremos que es filtrante creciente si para cada par i,j € I existe algin
k € I que cumple que k > iy k > j.

Definicién 1.3.1. Sea I un conjunto filtrante creciente. Un conjunto de objetos {M;};c; de una
categoria C, junto con morfismos f;;: M; — M;, para cada ¢ < j, diremos que es un sistema inductivo
de objetos de C si satisface las siguientes condiciones

1. fi; = 1d, para todo 1.

2. fjkfij = fik' siempre que 7 S] < k.

Sin tanto formalismo, un sistema inductivo de objetos {M;};cr es un “rio de flechas”

M; M, M, M,

M, M,

e

M,

Definicién 1.3.2. Sea { M, };cr un sistema inductivo de objetos. Diremos que M (si existe) es el limite
inductivo de este sistema inductivo, y lo denotaremos lim M;, si se cumple una igualdad funtorial para

%

todo objeto NV

Home (lim M;, N) = {(f) € [[Home(M;, N) | f; = f;fi; para todo i < j}

3
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Si lim M; existe, entonces el morfismo Id € Home (lim M;, lim M;) define morfismos ¢;: M; —
i i i
lim M;, de modo que
L. ¢i = ¢;fij
2. Dados {(f;) € ® Hom¢(M;, N) | fi = f;fij para todo i < j}, entonces existe un tinico morfismo
f: lim M; — N, de modo que f; = f¢;.

Se tiene también el reciproco, si existe un objeto M, y morfismos ¢;: M; — M, verificando estas
dos condiciones, entonces M = lim M;.
=

)

i
Intuitivamente lim M; es “la desembocadura del rio de flechas, la cota superior minima’
=
i

lim Mi

Teorema 1.3.3. En la categoria de conjuntos los limites inductivos existen, explicitamente

lim M; = {HMZ/ ~:m; ~my; si existe un k de modo que fir(m;) = fir(m;)}
Yo My — li_r)nMi, (ﬁj(ﬂlj) =my;.
Demostracion. Denotemos M = [[M,/ ~ Dados {(f;) € [[Hom(M;,N) | f; = f;fi; para todo i <
j}, entonces la aplicacién f: M — N, f(m;) = fi:(m;) estd bien definida y cumple que f; = f¢;.
Reciprocamente, dado f: M — N, las aplicaciones f; = f¢; cumplen que f; = f; fi; para todo i <

Estas asignaciones son inversas entre si, luego hemos concluido. O

Teorema 1.3.4. En la categoria de A-mddulos los limites inductivos existen, explicitamente

lim M; = {HMl/ ~:im; ~my; siexiste un k de modo que fip(m;) = fjr(m;)}
Yy ¢jl Mj — hl}le, (,ZSj(’ITLj) = ﬁ'Lj.

Demostracion. Repitase la demostracion anterior y pruébese que los conjuntos definidos son A-
modulos y los morfismos morfismos de A-médulos. O

Definicién 1.3.5. Un morfismo f entre dos sistemas inductivo de médulos {M;, fi;} v {Ni, 9i5},
con el mismo conjunto ordenado de indices, es una familia de morfismos f;: M; — N, tales que

fifij = 9ijfi, cuando i < j.
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Todo morfismo f entre dos sistemas inductivos induce morfismos M; — lim N;, que induce un
By

i
morfismo f: lim M; — lim N;, que explicitamente (en la categoria de conjuntos) estd definido por

K2 2

f(mi) = fi(m;).

Definicién 1.3.6. Diremos que una sucesién de morfismos de sistemas inductivos de médulos { M/} —
{M;} — {M]'} es exacta si lo es la sucesién M] — M; — M/" para todo i.

Proposicién 1.3.7. La toma de limites inductivos es exacta. FEs decir, si 0 — {M]/} i (M} &
{M/!'"} — 0 son sucesiones exactas de sistemas inductivos de A-mddulos, entonces la sucesion de
A-mddulos
0 — lim M/ L lim M; % lim M — 0
B 0 0
es exacta

Demostracion. 1. f esinyectiva: si0 = f(m}) = fi(m}) entonces existe un k, tal que fi(fi(m})) =
0. Por tanto, fi(fi.(m})) =0y fl.(m}) =0, porque f; es inyectiva. Luego m} = 0.

%

2. Obviamente g es epiyectiva: Dado m] € lim M/, entonces existe m; tal que g;(m;) = m} y

i

3. (9f)(mi) = g(fi(m7)) = gi(fi(m7)) = 0.

4. Si g(m;) = 0 entonces g;(m;) = 0. Por tanto, existe un k, de modo que 0 = f/,(g:(m;)) =

9r(fir(m;)). Luego fir(m;) = fe(my},), por tanto, m; = fr(m}) = f(m},).
O

Pasemos ahora a la definicién del limite proyectivo, que es el concepto dual de limite inductivo.
Sea I un conjunto ordenado, diremos que es filtrante decreciente si para cada par i,j € I existe
algin k € I que cumple que k <ty k < j.

Definicién 1.3.8. Sea I un conjunto filtrante decreciente. Un conjunto de objetos {M;};cr de una

categoria C, junto con morfismos f;;: M; — M, para cada i < j, diremos que es un sistema proyectivo
de objetos de C si satisface las siguientes condiciones

1. fi; =1d, para todo 1.
2. firfij = fir siempre que ¢ < j < k.

Sin tanto formalismo, un sistema proyectivo de objetos {M;};cr es un “rio de flechas”

M, M; M;, M;
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Definicién 1.3.9. Sea {M,};c; un sistema proyectivo de objetos. Diremos que el objeto lim M; (si

i
existe) es el limite proyectivo de este sistema proyectivo, si se cumple una igualdad funtorial

Hom¢ (N, hian) ={(fi) € HHomc(N, M;) | f; = fi; fi para todo i < j}

K2

Si lim M; existe, entonces el morfismo Id € Home (lim M;, lim M;) define morfismos ¢;: lim M; —

M;, de modo que
1. ¢; = fijdi

2. Dados {(f;) € [[Hom¢ (N, M;) | f; = fi; fi para todo i < j}, entonces existe un tinico morfismo
i
f: N — lim M;, de modo que f; = ¢;f.

K2

Se tiene también el reciproco, si existe un objeto M, y morfismos ¢;: M — M;, verificando estas
dos condiciones, entonces M = lim M;.
—

i
Intuitivamente lim M; es “la fuente del rio de flechas, la cota inferior maxima”
p

i

lim M; fij
A M; —L> M
4 ~ A fij’:
~ .
- \
S M;
~ o 7
- .
-
N

Ejercicio 1.3.10. Sea {k[z]/(z")} el sistema proyectivo de k[z]-médulos, de morfismos k[z]/(z"+!) —
klx]/(z™) los morfismos naturales de paso al cociente. Probar que lim k[z]/(2™) = k[[z]].

n

Teorema 1.3.11. En la categoria de conjuntos los limites proyectivos existen, explicitamente

lim M; = {(m;) € HM’ | fij(m;) =m; para todo i < j}

l

Y @i 1§£nMi — M;, ¢i((my)) =m;.

Demostracion. Denotemos M = {(m;) € [[M; | fij(m;) = m; para todoi < j}. Dados {(f;) €

[[Hom(N, M;) | f; = fi; fi: para todo ¢ < j}, entonces la aplicacién f: N — M, f(n) = (fi(n)) esta

K3
bien definida y cumple que f; = ¢; f.
Reciprocamente, dado f: N — M, las aplicaciones f; = ¢; f cumplen que f; = f;; f; para todo i <

Estas asignaciones son inversas entre si, luego hemos concluido. O
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Teorema 1.3.12. En la categoria de A-mddulos los limites proyectivos existen, explicitamente

lim M; = {(m;) € HM’ | fij(m;) =m; para todo i < j}
y ¢ im M, — M;, ¢;((m;)) =m,.

Demostracion. Repitase la demostracién anterior. O

Definicién 1.3.13. Un morfismo f entre dos sistemas proyectivos de médulos {M;, fi;} v {Ni, i}
con el mismo conjunto ordenado de indices, es una familia de morfismos f;: M; — N, tales que

fifij = 9ij fi, cuando ¢ < j.
Todo morfismo f entre dos sistemas proyectivos induce morfismos lim M; — N;, que induce un
N i
morfismo f: lim M; — lim N;, que explicitamente (en la categoria de conjuntos, o mdédulos) estd
i i

definido por F((my)) = (f.(m.)).

Definicién 1.3.14. Diremos que una sucesién de morfismos de sistemas proyectivos de mdédulos
{M!} — {M;} — {M]"} es exacta si lo es la sucesién M — M; — M/, para todo i.

Proposicién 1.3.15. La toma de limites proyectivos es exacta por la izquierda. FEs decir, si 0 —
{M]} — {M;} — {M!'} son sucesiones exactas de sistemas proyectivos de A-mddulos, entonces la
sucesion de A-modulos

0 — lim M — lim M; — lim M/
— — —
es exacta

Demostracion. Es una sencilla comprobacién, conocida la construccién explicita de los limites pro-
yectivos de moédulos. O

Dado un morfismo de objetos f: M — M’ denotaremos f,: Homg(N, M) — Homg(N, M') a la
aplicacién de conjuntos definida por f.(g) = fog. Dado un sistema proyectivo {M;, fi; }icr de objetos
de una categorfa C, entonces {Home (N, M;), fij, }icr forma un sistema proyectivo de conjuntos.

Ejercicio 1.3.16. Consideremos para cada n € N el epimorfismo natural de paso al cociente k[z] —
klx]/(z™). Probar que el limite proyectivo de estos epimorfismos no es un epimorfismo.
Proposicién 1.3.17. Home (N, lim M;) = lim Home (N, M;)

i i
Demostracion. Tenemos

Home (N, lim M;) = {(f;) € [ [ Home (N, M;) | f; = f; fi para todo i < j}
i i
= lim Hom¢ (V, M;)

i
donde la primera igualdad es por la definicién de limite proyectivo, y la segunda igualdad por la
construccién del limite proyectivo de conjuntos. O
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Dado un sistema inductivo {M;, fi; }icr de objetos de una categoria C, entonces {Home (M, N), fi;* bier
forma un sistema proyectivo de conjuntos.

Proposicién 1.3.18. Hom¢(lim M;, N) = lim Homg (M;, N)
Demostracion. Tenemos
Home (lim M;, N) = {(f;) € [ [Home(M;, N) | f; = f;fi; para todo i < j}
= lim Hom¢ (M;, N)

donde la primera igualdad es por la definiciéon de limite inductivo, y la segunda igualdad por la
construccién del limite proyectivo de conjuntos. O

Proposicion 1.3.19. Fl limite inductivo conmuta con el producto tensorial. Es decir,
i i
Demostracion.

Homy ((lim M;) ®4 N, R) =
= Hom 4 (lim M;, Hom4 (N, R)) = lim Hom 4 (M;, Hom4(N, R))
= lim Homy (M; ® 4 N, R) = Hom 4 (lim (M; ® 4 N), R)

% %

1.4 Completacién

Definicion 1.4.1. Una filtracién de un A-mdédulo M es una cadena de submoddulos
M=MyDM DMy2---2M,2D...

Dada una filtracién {M;} podemos definir una topologia en M: Una base de entornos de cada
m € M es {m+ M,}.
Esta topologia viene definida por la seudométrica d:

{ 22— siml—mQEMn, ym17m2¢Mn+1

d(mi,mz) = 0 si my — my € M, para todo n

def

Una vez que hemos definido d, podemos hablar de sucesiones convergentes, de sucesiones de Cauchy
y la completaciéon de M por d.

Definicién 1.4.2. Se define la completaciéon de M respecto de la topologfa definida por una filtracién
como el A-médulo M

M = {Méd. de sucesiones de Cauchy}/{Mdd. de sucesiones converg. a cero}
€
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—

Proposicién 1.4.3. M = lim M/M;.
JEN
Demostracion. Sea (m;) € lim M/M; (luego m;+, = m; en M/M;). La sucesién (m;) es de Cauchy,
J
porque dado e~ entonces d(m,.,ms) < e/, para todo r,s > j. Asf pues, tenemos definido el morfismo
lim M/M; — M, (1) [(m:)]

J

Dejamos como ejercicio la comprobacién de que estd bien definido.

Reciprocamente. Sea (m;) una sucesién de Cauchy. Dado e/, existe n; € N de modo que
d(my,ms) < e~ para todo r, s > n;. Es decir, m, — mgs € M; para todo r,s > n;, i.e., m, = m; €
M/M; para todo r,s > n;.

Observemos que el morfismo

{Méd. de sucesiones de Cauchy} — M/M;, (m;) — My,

no depende del n; >> 0 escogido. En particular, dada una sucesién (m;) convergente a cero, se tiene
que my; = 0. Por tanto, los morfismos

M — M/Mj, [(my)] v i,
estan bien definidos y definen el morfismo

M — Tim M/M;, [(mi)] = (my,)

J

Dejamos como ejercicio la comprobacién de que estas asignaciones son inversas entre si.
O

o0
Observacion 1.4.4. Un ejemplo de sucesién de Cauchy lo constituyen las series > m; (m; € M;). Es
i=0
mas, toda sucesiéon de Cauchy es equivalente a una serie de esta forma: Por la proposiciéon anterior,
basta verlo para la sucesiéon de Cauchy (n;), con (7i;) € lim M/M; (41 = fi; € M/M;). Tenemos que
i
nijy1 —n; = m; € M;. Por tanto, ny = mg; ng = mq +ny = mq +mg; ng = ma +ng = mo +mq +my,
etc. Asi pues,

M= {Zmi, m; € M;}/{Series converg. a cero}
i=0

Si consideramos cada elemento m € M como la sucesién constante (m), tenemos definido un
morfismo M — M; de otro modo, los morfismos de paso al cociente M — M /M; definen un morfismo
M — M = lim M/Mj; o de otro modo, cada m € M, puede considerarse como la serie m +0+--- +

J
O+ € M.

Proposicién 1.4.5. M con la filtracion {M,} es separado <= ﬂNMn =0 < M < M.
ne
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Demostracién. El niicleo del morfismo M — M = lim M/M; es ﬂNMn. Luego, ﬁNMn =0 <—
— ne ne
i
M — M.
Si M es separado, dado m € M existe un entorno M, del cero que no contiene a m, es decir,
m ¢ M,. Luego ﬁNMn =0.
ne

Si ﬁNMn = 0, entonces d es una distancia, porque si d(m, m’) = 0 esto significa que m —m' € M,
ne
para todo n, es decir que m —m’ € ﬂNMn =0, luego m = m/. Luego M es separado. O
ne
Dadas dos filtraciones de A-médulos {M;} v {N;} de M y N respectivamente, un morfismo de

filtraciones es un morfismo de A-médulos f: M — N tal que f(M,) C N,. Evidentemente un
morfismo f: M — N de filtraciones induce un morfismo

f: M = lim M/M; — N = lim N/N;

K2 K3

Teorema 1.4.6. Sea 0 — M’ — M 5 M" — 0 una sucesion evacta de A-mddulos y {M;} una
filtracion de M. Si se consideran en M' y M" las filtraciones inducidas {M' N M;}, {w(M;)}, la
suceston de completados

0-M M5 M -0
es exacta. “Completar conserva sucesiones exactas”.

Demostracion. Tenemos las sucesiones exactas de sistemas proyectivos
0— M /M NM; — M/M; = M"/x(M;) — 0
Por tanto, como el limite proyectivo es exacto por la izquierda tenemos la sucesién exacta
0— M — M5 M"
R o)
Sélo nos falta ver la epiyectividad de 7: Dada una serie > m!, con m} € w(M;), sean m; € M, tales
r
R o0 &) !
que w(m;) = mY. Es obvio que 7(Y_m;) = > . m!, luego por la observacién anterior hemos concluido.
i=0 i=0
O

Corolario 1.4.7. J\/l\n es un submddulo de M Yy M\/M\n = M/M,, para todo n € N.

Demostracion. Por el teorema M,, — M y 1\7/1\7,, = (Wn) Ahora bien, (Wn) = lim (M/M,,)/[M;] =

K

liin (M/M,)/[M;] = lim M/M,, = M/M,, con lo que concluimos. O
i>n i>n

Corolarig\l.4.8. M es completo y separado, respecto de la topologia definida por la filtracion {M\n},
es decir, M=M.

Demostracion. Es una consecuencia directa del corolario anterior y 1.4.5. O

Definicién 1.4.9. Se define el graduado de M por la filtracién {M,} como el médulo GM =
E.SOMi /M.
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Corolario 1.4.10. Si consideramos en M una filtracion {M,} y en M la filtracion {]\/Zn}, se verifica
que GM = GM.

Demostracion. Completando 0 — M,,11 — M, — M, /M, 1 — 0 obtenemos que Mmﬂ =
7\4\”/1/\/7”4_1. Como M, /M,+1 = M, /M,11, tenemos que M, /M,+1 = Z/\l\n/]/W\n_H. En conclusién,
GM =GM. O

1.4.1 Ejemplos de completaciones y graduados

Ejemplo 1.4.11. lim C*(R)/m! = R[[z — «]], donde el m,, es el ideal de funciones diferenciables

neN
que se anulan en o € R. El morfismo natural C*°(R) — lim C*°(R)/m” = R[[x — a]] asigna a cada

neN
funcién su desarrollo de Taylor en a.

Ejemplo 1.4.12. lim klx])/(z)™ = k[[z]]. El morfismo k[z] — lim k[x]/(z)™ = k[[x]], es el morfismo

neN neN
que considera cada polinomio como una serie.

Ejemplo 1.4.13. Numeros p-adicos = Zp = UmZ/p"Z = { > anp™, 0 < a; < p}. El morfismo
Not def neN
neN
natural N — lim Z/p"Z = { 3 a,p™, 0 < a; < p} asigna a cada nimero natural su desarrollo como

neN neN

suma de potencias de p.

El espacio tangente a una variedad diferenciable en un punto es un concepto intrinseco, que no
depende de la inmersion de la variedad diferenciable en un R™. El espacio tangente a una variedad en
un punto se define en términos de su anillo de funciones diferenciables. Ya sabemos que la diferencial
de una funcién en un punto y los médulos de diferenciales de Kahler son conceptos algebraicos. En
esta seccidn, dado un anillo local, definiremos el espacio tangente en el punto cerrado.

Comencemos con un ejemplo sencillo. Consideremos el nodo en el plano afin y? — 22 + 23 = 0. El
espacio tangente en el origen del nodo es aquella variedad homogénea que mejor se aproxima al nodo.
El nodo “infinitesimalmente” en el origen es equivalente a y? — 22 = 0. Asf pues, diremos que el cono
tangente a y2 — 22+ 23 = 0 en el origen es y? — 2 = 0. En general, si una subvariedad X C A,,, viene
definida por los ceros de un ideal I C k[x1,...,x,], entonces el cono tangente C, X en el origen es la
variedad definida por el ideal I, = (f,)ser, donde f, es la parte homogénea de grado més pequenio
de f. Es decir, si pensamos que X es la interseccién de las variedades f = 0, con f € I, entonces el
cono tangente es la interseccién de las variedades homogéneas f, = 0.2

Veamos cémo construir Ij,. Sea m; = (z1,...,2,) C k[z1,...,2,] y My C k[z1,...,2,]/] el ideal
maximal de las funciones de X que se anulan en el origen. Se tiene la sucesién exacta I Nm}, — m} —
m, — 0 y por tanto la sucesién exacta

Inm, —m!/m/t —ml/mi* -0

En conclusién,

m? /m. ! = {Polinomios p(z1,...,z,) homogéneos de grado r}/{f,}j=f + +foer

2 Advertamos que debemos tomar todas las f € I y que no basta con tomar cualquier sistema generador
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Por tanto, ®m’ /m’ ! = k[xq,...,2,]/I,. Entonces Spec®m’ /m”*! es el cono tangente de X en x y
T T

o0
Proj & m” /mI*! es el espacio tangente de X en .
r=0

Demos ahora las definiciones con toda precisién y mayor generalidad. Si I es un ideal de A,
denotaremos G;M al graduado de M por la filtracién M,, = I" M.

Definicién 1.4.14. Sea X = SpecA y # € X un punto cerrado de ideal m. Llamaremos cono
tangente de X en x a

Cy X = Spec G A := Spec 4690111Z/m“r
i=

Llamaremos vértice del cono al punto de C;, X definido por el ideal (maximal) irrelevante & m”/m"*+1.
>0
Llamaremos espacio tangente de X en x a

T,X :=Proj G, A

Ejemplo 1.4.15. EIl cono tangente de un espacio afin en el origen es isomorfo al espacio afin. Es
decir, si A = k[z1,...,z,] y m = (21,...,2,), entonces G A ~ A.

Proposicién 1.4.16. Sea I C A un ideal y f € I" — I"*'. Denotemos f, la clase de f en I"/I"H1 C
GrA. Si f, es no divisor de cero en GrA, entonces

1. (fynI*=f-I""", parar > n.
2. Gi(A/(f)) = (GrA)/(f,), donde I es el ideal I en A/(f).

Demostracion. 1. Es claro que f-I™™" C (f) N I™. Probemos la inclusién inversa. Si h € (f) NI,
entonces h = f- g, con g € A. Sea s > 0 el maximo tal que g € I°. Tenemos que ver que s > n — r.
Escribamos 0 # gs = g € I°/I**1. Por hipétesis, 0 # f,. - gs € I"T5/I"5T Tuego h = f - g ¢ I"tsTL.
Por tanto, n < r+ s+ 1, es decir, s > n — .

2. Por 1., la sucesién

R e L e Y L0 Can

es exacta, luego Gr(A/(f)) = (GrA)/(f).
O

Ejercicio 1.4.17. Escribamos el polinomio p(z,y) = pn(z,y) + prr1(z,y) + ... + pm(z,y) como
suma de polinomios homogéneos. Sea O = (k[z,y]/p(z,¥))z,, con my, = (z,y). Demostrar que

GmIOO = ]ﬂ[.’E, y]/(pn($7y))

Ejercicio 1.4.18. Probar que el espacio tangente de la interseccién de dos hipersuperficies trans-
versales es la interseccion de los espacios tangentes. Es decir, considérese el espacio afin A =
Speck[xy1, xa, 23] v las superficies fi(x1,x2,23) = 0, fo(x1,22,23) = 0. Sea m = (z1,22,23), ¥
fin, fo,m las componentes homogéneas de grado minimo de fi, fa. Si f2,,, es no divisor de cero en
Gm(k:[xl, o, 1‘3]/(f1)) = /{J[ZZ?1, T2, ZEg]/(an), entonces

Gm(k[11,$27$3]/(f1, f2) = k[m,ﬂ?z, iES]/(fl,m fz,m))
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1.4.2 Topologia [-adica. Completacion /-adica

Todos los ejemplos de completacion que hemos dado son casos particulares de completacién I-adica.
Restrinjamonos a esta situacion.

Sea I un ideal de un anillo A y {M,,} una filtracién de un A-médulo M. Diremos que {M,} es
una [-filtracién si se verifica IM,, C M,,; para todo n € N. Diremos que la [-filtracion es I-estable
si existe un h € N tal que para todo n > h se verifica que IM,, = M, ;.

Proposicion 1.4.19. Todas las filtraciones I-estables de un A-mddulo M definen la misma topologia.
Es mds, se verifica que dadas dos filtraciones {My,}, {M],} I-estables de M, existe un h tal que

{ Myyn C M} para todo n

M}, € M, para todo n

Demostracion. Sea h € N de modo que para todo n > h se verifique que IM,, = M, 41y IM), = M, ;.
Entonces, My p = "My CI"M C M, y M), =1"M; CI"M C M,. O

Definicién 1.4.20. Dado un ideal I C A y un A-médulo M, diremos que la filtraciéon [-estable
MDODIMDIPMD---DI"M D ... es la filtracién I-adica.
La topologia definida por cualquier filtracién I-estable se denomina la topologia I-adica.

De ahora en adelante, completar se entenderd que es completar respecto de la topologia I-adica.

Proposicion 1.4.21. Si I es un ideal finito generado, por ejemplo si A es un anillo noetheriano,
entonces I"M = I"M.

Demostracion. Consideremos la inyeccién I"M — M. Completando tenemos la inyeccién I"M —
M.

Sea i1, ...,1, un sistema generador de I". Consideremos el epimorfismo M (o1 M — I "M,
(mq,... ,mr) Z 1;my. Completando I-adicamente tenemos un epimorfismo Ma®.r.&M — I"M
y recordemos la inyeccion T7M < M. Hemos obtenido que "M = I"M. O

Corolario 1.4.22. Si I es un ideal finito generado, por ejemplo si A es un anillo noetheriano, el
completado de un maodulo por la topologia I-ddica es completo y separado para la topologia I-ddica,

i.e., M = M. Ademds, M/I"M = M/I"M y GM = GM.

Demostracion. Es una consecuencia directa de la proposicién anterior y 1.4.7, 1.4.8, 1.4.10. O

1.4.3 Artin-Rees

El teorema de Artin-Rees serd fundamental para demostrar que la completaciéon [-adica es exacta
(para médulos finito generados), para demostrar que el morfismo de completacién es plano y en la
teoria de la dimension para demostrar, mediante el polinomio de Samuel, el teorema del ideal principal
de Krull.

Definicién 1.4.23. Dado un ideal I C A, llamaremos
DA=AsIaIl*. ..

“dilatado de A por I o anillo de Rees en I”. En general dado un A-médulo M y una [I-filtracién
{M,}, lamaremos dilatado de M por la I-filtracion a DM =M &M, @ Mo @ . ...
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Definicién 1.4.24. Diremos que A = @& A, es un anillo graduado si los A; son subgrupos aditivos
neN

de Ay para cada a; € A; y a; € A; entonces a; - a; € Ay ;.

Observemos que DA es un anillo graduado. Si A es noetheriano entonces I = (£1,...,£,) es finito
generado. El morfismo

Alz1,...,2;] — DA=A®I®d---0I"®...

T = &
es epiyectivo, luego DA es noetheriano.

Definicién 1.4.25. Sea A = @ A,, un anillo graduado. Diremos que un A-médulo M = & M,, es
neN neN
un A-médulo graduado si para cada a; € A; y m; € M; entonces a;m; € My ;.

Observemos que DM es un DA-médulo graduado.

Lema 1.4.26. Sea A noetheriano, M un A-mddulo finito generado y {M,} una I-filtracion. La
filtracion es I-estable <= DM es un DA-mddulo finito generado.

Demostracion. =) Supongamos que {M,} es I-estable, i.e., existe un r € N tal que {M,} =
{Moy,...,M,,IM,, I*M,,...}. Observemos que el DA-submédulo de DM generado por M & M; &
o ®M, CDMes MOM, ® - ®M, IM,®I*’M,®.... Por tanto, DM =< MOM, D --- O M, >
es finito generado, porque M ,My, ..., M, son A-mdédulos finito generados.

<) Reciprocamente. Supongamos que DM =< nq,...,ns > es finito generado. Podemos suponer
que los n; son homogéneos. Sea r = max{grn;, 1 <i < s}. Entonces
DM =<nq,....ng>=<M&M & - &M, >=MOM & - &M, ®IM, ®I*’M, ®.... Luego la
filtracion es I-estable.

O

Teorema 1.4.27 (de Artin-Rees). Sea A noetheriano, M un A-mddulo finito generado y M’ C M
un submddulo. Consideremos en M la topologia I-ddica. Se verifica que la topologia inicial de M',
por la inclusion M’ C M es la topologia I-ddica de M'. Es mds, la filtracidn {M'NI"M?} es I-estable.

Demostracion. Consideremos en M’ la I-filtracién {M' N I"M} y en M la I-addica. DM’ es un
D A-submédulo de DM, donde DA es noetheriano y DM es finito generado, por el lema anterior.
Entonces DM’ es finito generado y de nuevo, por el lema anterior, {M' N I" M} es I-estable.

U

Corolario 1.4.28. Sea A noetheriano. La completacion I-ddica de sucesiones exactas de A-mddulos
finito generados es exacta, i.e., si

0—-M —-M-—M"—0
es una sucesion exacta de A-mddulos finito generados entonces

0— M —M-—M'—0
es exacta.

Demostracion. Sabemos que si completamos M’ por la filtracién {M’' N I"M}, M por la filtracién
{I"M} y M" por la filtracién {I™M"}, entonces la sucesién completada es exacta. Ahora bien, por
Artin-Rees la filtracién {M’'NI" M} es I-estable, luego completar por ella es completar por la I-ddica
y hemos terminado. O



26 Capitulo 1. Completacién

Ejercicio 1.4.29. Consideremos en el anillo k[z,y]/(y? — 2% + 23) el ideal maximal (Z, 7). Probar

que k[z, y]/(y/Qf\;U2 +a3) = k[[z,y]]/(y? — 2% +23). Probar que y? — 2% + 2% descompone en producto
de dos series (“ramas”), que se corresponden con los dos ideales primos minimales del anillo completo
considerado.

Ejercicio 1.4.30. Calcular la completacién de k[zq,...,2,]/(p1(21,. ., Zn)s ..., pr(21,...,2,)) POT
el ideal (x1,...,2p).

Corolario 1.4.31. Sea A noetheriano y M un A-mddulo finito generado,
M@y A=M
Demostracion. Si M es finito generado existe un epimorfismo
Ap.n.ogA=A"5M -0

Ker 7 es un submédulo de A™, luego es finito generado y existe un epimorfismo A™ — Kerm — 0. En
conclusién, existe una sucesién exacta

A" —- A" - M —0 (%)
Tensorializando por ® AE tenemos la sucesién exacta
Am®AA\=A\m—>A”®AA\=A\"—>M®AA\—>O
Ahora bien, como la completacién de () es la sucesién exacta
Am =AM 5 An = A" — M — 0
obtenemos que M ® 4 A=1. O

Corolario 1.4.32. Si A es noetheriano, el morfismo A — A es plano.
Demostracion. Tenemos que ver que dada una sucesion exacta de A-mdédulos

0—-M —-M-—-M'—0

entonces R R R
0-MUA—-MOUuA—-M"24A4—0
es exacta. Como tensorializar es exacto por la derecha, sélo tenemos que ver que dada la sucesion
exacta 0 — M’ — M entonces 0 — M’ ®4 A — M @4 A es exacta.
Si M "y M fuesen finito generados, lo tendriamos demostrado, por el corolario anterior, porque

®RaA es completar.
M = lim M;, siendo M; los submddulos finito generados de M. Tenemos que M’ = lim (M'NM;),

i i
pues M’ N M;, son los submédulos (con repeticiones) finito generados de M’. Tenemos que 0 —
M’'NM; — M; es exacta, con M'NM; y M; finito generados. Entonces 0 — (M'NM;)Q4 A — M;Q4 A
son exactas. Luego 0 — lim ((M' N M;) ®4 A) — lim (M; ®4 A) es exacta. Por la conmutacién del

i i
limite inductivo con producto tensoriales concluimos que

0— lim(M NM)@sA=M @4 A— limM; @4 A=M®, A

es exacta. Hemos terminado. O
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Corolario 1.4.33 (Krull). Sea M un A-mddulo noetheriano e I C A un ideal incluido en el radical
de Jacobson de A. Se verifica que M es separado para la topologia I-ddica, i.e., ﬁNI"M =0.
ne

Demostracion. Sea N = ﬂNI"M C M. Por Artin-Rees sabemos que la filtraciéon {N N I"M = N}
ne
es I-estable. Por tanto, IN = N y por Nakayama N = 0. O

1.4.4 Completacion y noetherianidad

Queremos probar que el completado de un anillo noetheriano es noetheriano. Un anillo noetheriano
y su completado tienen el mismo graduado y éste es noetheriano. Probaremos que si el graduado
de un anillo completo y separado es noetheriano el anillo es noetheriano y asi obtendremos que el
completado de un anillo noetheriano es noetheriano.

Un teorema basico en Andlisis y Geometria Diferencial, es el teorema de la funcién inversa. Toda
aplicacién diferenciable f: X — Y entre variedades diferenciales, induce una aplicacién entre los
anillos C*°(Y') — C>(Y) y los espacios cotangentes f*: mf(,)/m},, — my/m3. El teorema de la
funcién inversa afirma que si f* es un isomorfismo entonces f es un isomorfismo en un entorno de x.
Ahora bien, f* es un isomorfismo si y s6lo si el morfismo inducido entre los graduados G ;) C> Y)—
G, C®(X) lo es. Analiticamente, si el morfismo G C*(Y) - G, C®(X) es un isomorfismo

entonces el morfismo C®(Y) — C(X) es un isomorfismo. Hablemos ahora en Algebra y con toda
precision.

Mg (x)

Teorema 1.4.34 (formal de la funcién inversa). Sean {M,} y {M]} filtraciones de M y M’
respectivamente. Supongamos que M y M’ son completos y separados. Sea T: M — M’ un morfismo
de filtraciones y consideremos el morfismo GT: GM — GM' inducido. SiGT es isomorfismo (resp.
epiyectivo, inyectivo) entonces T: M — M’ es isomorfismo (resp. epiyectivo, inyectivo).

Demostracion. Supongamos que GT' es epiyectivo.
Sea m’ € M'. Como M/M, =N M'/Mj es epiyectivo existe mg € M, tal que m’ = T(myg) + m},
conm} € M{. Como My /M, KN M /M) es epiyectivo existe my € My, tal que m} = T'(my)+mf, con
o0

mb € M}. Es decir m’ = T'(mg) + T'(m1) + mb. Asi sucesivamente, obtenemos una serie m = > mj,
i=0

o0 o0
con m; € M;, de modo que la serie T(m) = T(> . m;) = >.T(m;) converge a m’. Como M’ es
i=0 i=0
completo, T'(m) = m' y T es epiyectivo.
Supongamos ahora que G1 es inyectivo.
Sea m € M. Como M es separado existe r € N de modo que m € M, y m ¢ M,,,. Entonces
0#m € M,./Myy1. GT(m) = T(m) # 0, porque GT es inyectivo. Luego T(m) # 0 y T es inyectivo.
En particular, si GT es isomorfismo, T' es isomorfismo.

O

Lema 1.4.35. Sea A un anillo completo y separado por la topologia I-ddica definida por un ideal
I C A. Si GA es noetheriano entonces A es noetheriano.

Demostracion. Dado un ideal q C A tenemos que ver que q es finito generado.
Consideremos en q la filtracién {q N I"}. Entonces tenemos una inclusién natural

Ga=a@nI")/@nI"t) > o1/
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Observemos que Gq es un ideal de GA de modo natural: Dado g € (qNI™)/(qNI" ™) ype I™/I™HL
entonces pq = Pq € (g Ity /(g Imntd),
Como GA es noetheriano, tendremos que Gq estd generado por un nimero finito de elementos.
Escribamos Gq = (fn,, - - -, fa, ), donde puedo suponer que los f,, € (qN1™)/(qgNI™+).
Consideremos en A la siguiente filtracién para cada i: A D A D . D ADIDI?>D.... El
graduado de A por esta filtracién es GA[—n;] = ©I" /1" que es igual al anillo GA, pero decimos

que los elementos de grado n de GA[—n;] son los elementos de grado n —n; de GA. De modo natural
definimos una filtracién en la suma directa A @ .7. & A. Definamos el morfismo, de filtraciones,

T

Ae.T.6A = ¢
(1,0,...,0) —  fn,
0,0,...,1) — fa.
Tomando graduados, obtenemos que el morfismo
GA[-m)®. 7. @ GA[-n,] & Gq
(1,0,...,0) = fa € (@NI™)/(gnI™T) C Gyq
(0,0,...,1) = fa, € (@nI™)/(anI™H) C Gy

es epiyectivo. Por el lema anterior, T:A®--®A— q es epiyectivo. Ahora bien, como q es separado,
porque es un subespacio de A, que es separado, tenemos que el morfismo de completacién i: g — q
es inyectivo. Por tanto, T ha de ser epiyectivo porque T" = i o T' es epiyectivo. En conclusién, g es
finito generado. O

Teorema 1.4.36. Si A es noctheriano entonces A es noetheriano.

Demostracion. Si A es noetheriano y I C A es un ideal, entonces I = (£1,...,&,.) es finito generado.

El morfismo
(A/Dz1,...,2,] — GA=A/IoI/P&---aI"/I" 6. ..

Zq — gz
es epiyectivo, luego GA es noetheriano. R
Por 1.4.22 tenemos que GA = GA. Por el lema anterior, A es noetheriano. O
Corolario 1.4.37. Si A es noetheriano entonces Al[x1,...,x,]] es noetheriano.
Demostracion. Por el teorema de la base de Hilbert, si A es noetheriano entonces Alxy,...,x,| es
noetheriano. Completando A[x1,...,x,| por el ideal I = (z1,...,xz,) C A[x1,...,x.], tenemos por el
teorema anterior que A[[z1,...,z,]] es noetheriano. O

1.4.5 Teorema de Cohen

Teorema 1.4.38 (Cohen). Sea O un anillo local de ideal mazimal m, completo y separado por la
topologia m-ddica. Si O contiene un cuerpo, existe una seccion del morfismo natural O — O/m.

Demostracion. a) Supongamos que O contiene un cuerpo de caracteristica cero. Por tanto, Q C O.
Consideremos el diagrama

0=0—-—0/m®> = 0/m> -0/m
|| Not
K
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Vamos a ir levantando el morfismo K = O/m a O/m?, posteriormente a O/m3, y asf sucesivamente
hasta O = O.

Sea K7 una Q-subextension de K maximal con la condicién de que exista un diagrama conmutativo

O/m? —">0/m=K

K
Veamos que K; = K:

Dado a € K, entonces a es trascendente sobre K1, o es algebraico sobre K;. Si a es trascendente,
entonces sea a € O/m? tal que (a) = a. El morfismo K;(a) — O/m?, @ — a estd bien definido. Luego
por la maximalidad de K7, a € K. Si a es algebraico sobre K1, sea p(z) € K1[z] su polinomio minimo
anulador. Sea a € O/m? tal que 7(a) = @. Para definir bien el morfismo K;(a) — O/m?, @ — a, es
necesario que p(a) = 0. Sea h € m/m? C O/m?. Desarrollando por Taylor obtenemos

pla+h) =p(a) +p'(a)h+c- h* = p(a) + p'(a)h

Observemos que 7(p(a)) = p(a) = 0, luego p(a) € m/m?, Observemos también que p’(a) es invertible,
porque (p(x),p’(x)) = (1) luego (p(a),p’(a)) = (1) y como p(a) es nilpotente, p’(a) es invertible. En
conclusién, si escribimos h = —p(a)/p’(a) entonces h € m/m?, w(a+h) =ay p(a+ h) = 0. Asi pues,
cambiando a por a + h, tenemos que el morfismo K;(a) — O/m?, @ — a esta bien definido. Por la
maximalidad de K1, a € K.

En conclusion, K7 = K.

Sea ahora Kj una Q-subextensiéon de K maximal con la condiciéon de que exista un diagrama
conmutativo

O/m3 L>O/m2

Ky

Veamos que K; = K:

Dado a € K, entonces a es trascendente sobre K1, o es algebraico sobre K;. Si @ es trascendente,
entonces sea a € O/m3 tal que 7/(a) = @. El morfismo K;(a) — O/m3, @ — a esté bien definido.
Luego por la maximalidad de K4, @ € K;. Si a es algebraico sobre K1, sea p(z) € K1[z] su polinomio
minimo anulador. Sea a € O/m? tal que 7/(a) = @. Para definir bien el morfismo K;(a) — O/m?, a —
a, es necesario que p(a) = 0. Sea h € m?/m3 C O/m3. Desarrollando por Taylor obtenemos

pla+ h) =p(a) +p'(a)h+c- h* = p(a) + p'(a)h

Observemos que 7'(p(a)) = p(a) = 0, luego p(a) € m?/m3, Ademds, p/(a) es invertible, porque
(p(x),p'(z)) = (1) luego (p(a),p'(a)) = (1) y como p(a) es nilpotente, p’(a) es invertible. En conclu-
sién, si escribimos h = —p(a)/p’(a) entonces h € m?/m3, w(a +h) = a y p(a +h) = 0. Asi pues,
cambiando a por a + h, tenemos que el morfismo K;(a) — O/m?, @ — a esta bien definido. Por la
maximalidad de K1, a € K.



30 Capitulo 1. Completacién

As{ sucesivamente, vamos obteniendo morfismos K — O/m", que por paso al limite proyectivo
define el morfismo K — O = O buscado.

b) Supongamos que O contiene un cuerpo de caracteristica p > 0.

Procedamos del mismo modo que en el apartado a).

Consideremos el diagrama
O/m?> —— O/m

|
K

Sea L el maximo subcuerpo de 7~ 1(K) = O/m? con la condicién de contener a (7~1(K))P. Observe-
mos que 7 }(K) = 77 1(K — 0) Un~%(0), donde los elementos de 7~ 1(K — 0) son invertibles porque
no son nilpotentes, y 7=(0) = m/m?2. Por tanto, (7~ *(K))? = 7~ 1(K — 0)? U0, que es un cuerpo.
Luego el epimorfismo 7: (77!(K))? — KP es un isomorfismo.

Probemos que 7: L < K es un isomorfismo. Dado a € K, sea a € 7~ }(K), tal que m(a) = a. Se
verifica que aP € L. Consideremos el epimorfismo

L{z]/ (2P — aP) — Lla], x — a

Si {/aP ¢ L entonces P — a” es irreducible en L[x], luego L[z]/(zP — aP) es cuerpo y el epimorfismo
es isomorfismo. Contradiccién porque L es méximo y L C Lfa]. Si ¢/a? € L entonces 7(¥/aP) = a.
Luego 7 es un isomorfismo.

—1
s

Tenemos el morfismo K = L — O/m? buscado.

Consideremos ahora, el diagrama

O/m? L/>(9/n12

|

K

De nuevo, sea L el méximo subcuerpo de 7'~ ' (K) con la condicién de contener a (7'~ ' (K))?. Ob-
servemos que 7' (K) = ' ' (K — 0) Un’~"(0), donde los elementos de 7'~ ' (K — 0) son invertibles
porque no son nilpotentes, y '~ ' (0) = m2/m3. Por tanto, (7'~ '(K))? = 7'~ (K —0)? U0, que es un
cuerpo. Luego el epimorfismo 7' (7'~ (K))? — KP es un isomorfismo.

Probemos que 7’: L < K es un isomorfismo. Dado a € K, sea a € 7'~ ' (K), tal que 7’(a) = a.
Se verifica que a? € L. Consideremos el epimorfismo

L[z]/ (P — aP) — Lla], x — a

Si ¢/aP ¢ L entonces P — aP es irreducible en L[x], luego L[z]/(zP — aP) es cuerpo y el epimorfismo
es isomorfismo. Contradiccién porque L es méximo y L C Lla]. Si ¥/a? € L entonces n'(¥/a?) = a.
Luego 7’ es un isomorfismo.

r—1 .
Tenemos el morfismo K "= L — O/ m3 buscado.
Asf sucesivamente, vamos obteniendo morfismos K — O/m™, que por paso al limite proyectivo
define el morfismo K — O = O buscado.
O
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Corolario 1.4.39. Sea O un anillo local noetheriano de ideal mazimal m, completo por la topologia
m-ddica. Si O contiene un cuerpo se verifica un isomorfismo

O ~0O/m[[&1,...,&]]

Demostracion. Por el teorema de Cohen, existe una seccién O/m — O del cuerpo residual de m. Sea
&1, ..., &, un sistema generador de m. El morfismo

O/m[[x1,...,z5]] = O, s(x1,...,2n) — (&1, -, &n)

es un epimorfismo porque en los graduados lo es. Por tanto,

O ~0/m[[&1,...,&]]

1.5 Problemas

1. Si I es un conjunto filtrante creciente e 7 € I es méximo, probar que lim M; = M;.
jerI
2. Demostrar que todo médulo es el limite inductivo de sus submddulos finito generados.

3. Probar que todo anillo es limite inductivo de Z-algebras de tipo finito. Probar que todo anillo
es limite inductivo de subanillos noetherianos.

4. Sea M un A-médulo de presentacién finita. Probar Hom4 (M, lim N,,) = lim Hom4 (M, N,,).

n n

5. Sea A un anillo noetheriano, a € A y M un A-médulo. Probar que lim Homa((a™), M) = M,.

n

6. Demostrar que el limite inductivo de médulos planos es plano.
7. Probar que un Z-médulo es libre de torsion si y sélo si es un Z-moédulo plano.

8. Sea x € Spec A y M un A-médulo. Demostrar que M, = lim M,.
{z€Ua}

9. Sea = un punto de un espacio topolégico X. Sea I el conjunto de entornos abiertos de x,
ordenados del siguiente modo: U <V si U C V. Sea C(U) las funciones reales continuas sobre
U, tenemos un sistema inductivo de anillos {C(U)}, donde los morfismos C(U) — C(V') son los
de restriccién. Probar que lim C(U) es el anillo de gérmenes de funciones continuas en x.

ng
Supongamos ahora que X es un espacio normal (7). Sea m, C C(X) el ideal maximal de las
funciones que se anulan en . Probar que C(X), es el anillo de gérmenes de funciones continuas
de X en z.

10. Sea Ny D Ny D Ny D --- D N, D --- una sucesién decreciente de A-submoddulos de Ny. Probar
que lim N,, = NN,,.
— n

n
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11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23

. Sea I un conjunto filtrante decreciente y J C I un subconjunto con la propiedad de que dado
1 € I existe j € J tal que j < i. Sea {M,;};c; un sistema proyectivo de objetos. Probar que
iel jeJ
Probar que lim (M; x N;) = (lim M;) x (lim N;), en la categoria de A-médulos, por ejemplo.

il iel iel
Sea -+ — X, — -+ = Xy — X7 — X una sucesién de aplicaciones de entre conjuntos finitos
no vacios. Pruébese que lim X; es no vacio.

i

Sea p(x) € Z[x] y p € Z. Probar que la condicién necesaria y suficiente para que p(z) tenga una

rafz en Z, es que tenga alguna raiz en cada Z/p"Z, para todo n > 0.

Probar que Spec(lim A;) = lim Spec 4;. Probar que si A — B es un morfismo entero (es decir,
i i

B es limite inductivo de subélgebras finitas sobre A) entonces la aplicacién Spec B — Spec A es

epiyectiva y dim B = dim A.

Sea M un A-médulo completo y separado por la topologia I-ddica. Probar que si GM es
noetheriano entonces M es un A-médulo noetheriano.

Sea A un anillo noetheriano, M y N A-mddulos finito generados. Consideremos un ideal I C A
y como completaciones las completaciones I-adicas. Probar

Homj(]\W,N) = HomA(M,N)

Calcular el inverso de 1+ en k[[z]]. Probar que el tinico ideal maximal de k[[z]] es (z) ;Existe
la rafz cuadrada de 1+ x en k[[z]]?

Sean M y N dos A-médulos completos y separados por la topologia [-ddica. Probar que
un morfismo de A-médulos T': M — N es un epimorfismo si y sélo si el morfismo inducido
T: M/IM — N/IN es un epimorfismo.

Sea I un ideal de un anillo noetheriano A, probar que

A = Spec,,. (A/T)

max(

Spec

max

Sea x € Spec A un punto cerrado. Probar

(a) El completado es un concepto local: El completado m,-ddico de A coincide con el comple-
tado m,A.-ddico de A,.

(b) El cono tangente es un concepto local: Gy, A = G, a,Aqs.

(a) Demostrar que la completacién I-ddica de M coincide con la completacién I-ddica de M4 1.

(b) Probar que Specmax A1+I = Specmax A/I

. Supongamos que A es un anillo noetheriano y M es finito generado. Probar que el nicleo del
morfismo M — M coincide con el nicleo del morfismo M — M.
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24.

25.

26.

27.

28.

Sea A un anillo noetheriano integro, I C A un ideal propio. Probar que A es separado con la
topologia I-adica.

Sea A un anillo noetheriano. Probar Nm} = 0.

z,n

Sea A un anillo noetheriano y M un A-mdédulo finito generado. Probar que M = 0 si y sélo si
sus completaciones en todo punto cerrado de Spec A son nulas.

Sean A y B dos k-algebras y « € Spec A = X, y € Spec B =Y dos puntos racionales. Probar
que el cono tangente del producto de dos variedades es el producto de los conos tangentes de
cada una de ellas

C(zﬁy)(X Xk Y) = CxX Xk ny
Sea A una k-dlgebra de tipo finito. Dado un ideal I C A, diremos que codim [ < oo si
dimy A/I < co. Probar,
lim  A/f= [ A

codim I <oo TESpec,, ., A

donde A, es la completacién m,-adica de A.
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Capitulo 2

Teoria de la dimension local

2.1 Introduccion

A continuacion estudiamos el concepto de dimensién para anillos locales noetherianos, que incluye
tanto a los anillos locales de las funciones de variedades algebraicas, como sus completaciones (por
ejemplo los anillos de series formales). El concepto de dimensién es esencialmente local.

Geométricamente decimos que una superficie tiene dimensién 2 porque observamos la cadena de
cerrados irreducibles punto, curva, superficie. Cadena que tiene dos eslabones y no podemos conseguir
una cadena de cerrados irreducibles con mas eslabones. En términos del anillo de las funciones
algebraicas de la superficie, estamos diciendo que en este anillo las cadenas de ideales primos maés
largas son de longitud 2. Por otra parte, para determinar un punto de la superficie como los ceros de
n funciones, necesitaremos de dos funciones algebraicas, por lo menos.

Llamaremos dimensién de un anillo local noetheriano al supremo de las longitudes de las cadenas de
ideales primos y veremos que coincide con el nimero minimo de parametros necesarios para determinar
el punto cerrado.

En general, el espectro Spec A de un anillo noetheriano no es una variedad algebraica, pero se
puede definir el espacio tangente a Spec A en un punto y éste es una variedad algebraica. Variedad
a la que asociaremos el polinomio de Samuel, que nos permitird desarrollar con éxito la teoria de la
dimensién local en anillos locales noetherianos.

Por dltimo aplicaremos la teoria de la dimensién en anillos locales noetherianos a las variedades
algebraicas.

2.2 Longitud de un médulo

El concepto de longitud de un médulo se corresponde con el concepto de dimensiéon en espacios
vectoriales. Usualmente, se define la dimension de un espacio vectorial, como el niimero de vectores de
sus bases. Pero esta definicién no es la mas natural o intuitiva. Siintuimos que R? es de dimensién 3 es
porque observamos la cadena de inclusiones irrefinable: punto, recta, plano, espacio. Puede definirse
la dimensién de un espacio vectorial, como la longitud de las cadenas irrefinables de subespacios
vectoriales. El concepto de base es mas elaborado, si bien es muy practico. En los A-médulos pueden
no existir bases, por tanto, seguiremos el otro punto de vista.

35
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Definicién 2.2.1. Diremos que un A-médulo M # 0 es simple cuando sus tnicos submdédulos son
los triviales: 0y M.

Si M es un A-médulo simple entonces M = (m), luego M ~ A/ Anul(m). Ahora bien, los
submddulos de A/ Anul{m) se corresponden con los ideales de A que contienen a Anul{m). Por tanto,
M es simple si y sélo si Anul(m) es un ideal maximal, es decir, M es simple si y sélo si M ~ A/m,
donde m es un ideal maximal de A.

Definicién 2.2.2. Diremos que una cadena de submédulos 0 = My € My C --- C M,, = M es
irrefinable si los cocientes sucesivos M;/M;_1 son A-mdédulos simples. Diremos que la longitud de
esta cadena es n.

Como los submddulos de M;/M;_; se corresponden biyectivamente con los submddulos de M; que
contienen a M;_1, el que M;/M;_; sea simple equivale a que no existe una cadena M;_; ; N ; M;.

Por tanto, que una cadena de submédulos 0 = My C My C --- C M,, = M sea simple equivale a decir
que no podemos anadirle més “eslabones”.

Definicién 2.2.3. Llamaremos longitud de M # 0 a la minima longitud de todas sus cadenas irrefi-
nables. Si no existe ninguna cadena irrefinable diremos que la longitud de M es infinita. Denotaremos
a la longitud de un médulo M por I(M).

Sobre espacios vectoriales el concepto de longitud coincide con el de dimensién. Si M = 0 diremos
que (M) =0.

Proposicion 2.2.4. Todas las cadenas irefinables de un mddulo tienen la misma longitud.

Demostracion. Sil(M) = oo la proposicién es obvia. Supongamos que [(M) = n < co.
Dado un submédulo propio N % M se cumple que [(N) < [(M): Sea 0 = My C My C --- C

M, = M una cadena irrefinable de longitud minima de M. Obviamente, [(M/M;) = n—1y
N/(NN M) — M/M;. Si NN M; = 0, entonces N — M/M; y por induccién sobre n, I(N) <
I(M/My)=n—1. Si NN M; #0, entonces NN M; = My y My C N. Por tanto, N/M; ; M/M; y

por induccién sobre n I(N/My) < I(M/M;) = n — 1. Por otra parte, [(N) < I(N/M;) + 1, por que si
0= N, C N{C---C N/ =N/M es una cadena irrefinable entonces

0Cc My =n"YN}))cn'(N])c---cn }N,)=N,

donde m: N — N/M; es el morfismo de paso al cociente, es una cadena irrefinable de N. En
conclusion, [(N) <n—1+1=mn.
Asi pues, dada una cadena irrefinable 0 = My C M{ C --- C M), = M, tenemos que [(M) >
(M), 1) > >1(M]), luego I(M) > m. Como m >n = I(M), tenemos que m = n.
O

Observemos que hemos demostrado que si un médulo es de longitud finita entonces todo submoédulo
suyo es de longitud finita. Es facil probar que si un médulo es de longitud finita entonces es finito
generado, y por tanto, también todo submédulo serd finito generado.

Si un moédulo es de longitud finita todo cociente suyo también lo es, pues toda cadena irrefinable
define por paso al cociente una cadena irrefinable (eliminando las igualdades que aparezcan en la
cadena).
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Proposiciéon 2.2.5. La longitud es una funcion aditiva, es decir, dada una sucesion exacta 0 —
M 5 M5 M" — 0 se cumple que I(M) = I(M') + 1(M").

Demostracion. Si0 =M, Cc M{C---C M, =M y0=M{c M/ C---C M/, =M" son cadenas
irrefinables de M’ y M" entonces

0=i(M) ci(M))cC---Cci(M,))=iM)=r" (M) ca*(M)C---Cca }(M')=M

es una cadena irrefinable de M, luego (M) =n' +n" =1(M") + 1(M"). O
En particular, si consideramos la sucesién exacta

0 N M/ N M/ EB M// N M// N O
m' —  (m,0)

(m/7 m//) —s m//

tenemos que (M’ @ M") = I(M') +1(M").
La sucesion de morfismos de moédulos
00— My— - — SflﬁMsfles+1—>-~-—>Mn—>O (*)
es exacta si y sélo si son exactas las sucesiones 0 — Im f; — M fei Im fs11 — 0. Asi, si la sucesién

* es exacta, tendremos que [(Im fs) — (M) + {(Im fs11) = 0 y haciendo el sumatorio para todo s

tenemos
I(Mo) = I(My) + -+ (=1)"I(M,) =0

Proposicién 2.2.6. M es de longitud finita < M es noetheriano y Sop(M) es un nidmero finito de
puntos cerrados.

Demostracion. =) Recordemos que los médulos simples son isomorfos a A/m, siendo m un ideal
maximal. Si m, es un ideal maximal y p,/ es un ideal primo distinto de m, entonces (A/m;),, = 0.
Ahora ya, dada una cadena irrefinable

O=MyCcMyC---CM,=M

tenemos que M;/M;_1 ~ A/m,,, siendo m,, ideales maximales. Por tanto, (M;/M;_1), ~ (A/my, ), =
0, para todo punto = € Spec A distinto de los z;. Luego M, = (M), = --- = (M), = 0, para
todo punto x € Spec A distinto de los z;. En conclusién, el soporte de M es subconjunto de {z;}.
Ademads, M;/M;_1 ~ (m;), para todo i. Luego M = (my) + M,—1 = (my) + (mp_1) + M1 =

- =My, ...,m1). Luego M es finito generado. Como todo submédulo de M es de longitud finita
entonces es finito generado. En conclusién, M es noetheriano.
<) M = (mq,...,my), luego M es un cociente de (m1) - - - (my,). Siprobamos que los (m;) son

de longitud finita entonces M es de longitud finita. Tenemos que (m;) son A-mddulos noetherianos,
con soporte en un nimero finito de puntos cerrados, por ser submoédulos de M. En conclusién,
podemos suponer que M = (m). Es decir, M = A/I. Como Spec A/I = Sop A/I es un ndmero
finito de puntos cerrados {z1,...,z,}, tenemos que A/I = (A/I)y X -+ x (A/I)z,. Tenemos que
probar que (A/I),, son A-médulos de longitud finita. Sea m,, C A el ideal maximal correspondiente
a x;. Tenemos que m, - (A/I),, es el dnico ideal primo del anillo noetheriano (A/I).,, por tanto, es
nilpotente. Tenemos pues una cadena
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Observemos que m, (A/I),, /mit(A/T),, es un A/m,, espacio vectorial de dimensién finita, luego

son A-médulos de loingitud finita. En conclusién, (A/I),, es un A-médulo de longitud finita.
O

2.3 Funcion de Hilbert

Sea A = Ry[&1, ..., & ] un anillo graduado, Ry un anillo de longitud finita (de grado cero) y los ; de
grado 1. Por ser Ry un anillo de longitud finita es notheriano y por tanto A también es noetheriano.

Sea M = @M, un A-mdédulo graduado finito generado. Obsérvese que el A-submoddulo de M
generado por M, es finito generado, por la noetherianidad de M. Por tanto, M,, es un Ryp-mddulo de
finito generado. Como Ry es de longitud finita, M,, es un Ro-moédulo de longitud finita.

Definicién 2.3.1. Se llama funcién de Hilbert de M a Hp;(n) (M,).

=1
def

n—1
Definicién 2.3.2. Se llama funcién de Samuel de M a Sy (n) = Z:OZ(MZ)

Observemos que ASy(n) = Sy (n+1) — Sy (n) = Hy(n).

Proposicién 2.3.3. Sea Ry un anillo de longitud finita y consideremos el anillo graduado Ro[xy,- - , x.].
Se cumple que
n+r—1
Stufree) = 00) - (")
Demostracion. Es un problema de combinatoria: Considérese variables {z1,..., 2.}, {y1,...,Yn—1}

y escribamos (monomios con las = ordenadas y las y ordenadas)

i1 02— 11 G —lp—1

Y1 Yy T1Yi+1 0 Yio X2 Tl 417 Yn—1 = Ty X Ty
El niimero de todas las combinaciones posibles es ("*77"). Como Ro[z1,--,2,]/(z1, -+ ,z,)" =
® Ro-ai'ay .- a7, obtenemos Sgos, ... 2. (n) = [(Ro) - (7”:71).

1-<n

O

Lema 2.3.4. Dada una funcion f: N — Q denotemos por Af(n) la funcion Af(n) = f(n+1)— f(n).
Si Af(n) es un polinomio para n > ng entonces f(n) es un polinomio para n > ng.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre el grado de A f(n). Sigamos la convencién gr0 = —1.
SigrAf(n) = —1 para n > ng, es decir Af(n) = f(n+1) — f(n) = 0 para n > ng, entonces f(n)
es constante para n > ng y hemos terminado.
Supongamos que gr Af(n) = r, para n > ng. Es decir, f(n) = apn” + ain"~! + .-+ + a,, para
n > ng, con ag # 0. Se verifica que

A(f

ag
r+1

n" ) (n) = Af(n) — chl((n 1) gy

= Af(n) — [agn” + pol. de grado menor que r|

Por tanto, A(f — fﬁn”‘l)(n) es un polinomio de grado menor que r, para n > ng. Luego, por

hipétesis de induccién, f(n) — Taﬁn”l es un polinomio, para n > ng y concluimos que f(n) es un

polinomio para n > ng. O
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Teorema 2.3.5. Paran suficientemente grande, la funcion de Hilbert es un polinomio enn (polinomio
que llamaremos polinomio de Hilbert).

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre el nimero de generadores de A.

Sir =0, como M es finito generado M,, = 0 para n > ng, con ng >> 0. Por tanto, Hy;(n) = 0
para n > ng y concluimos.

Supongamos cierto el teorema para A = Rg[¢1,...,&-—1] v consideremos las sucesiones exactas

0 — Ker,, —» M, &y My +1 — Cokerpy1 — 0

O—>Ker:@Kern—>M§l§M—>Coker:€aCokern—>0

Como &, anula a Ker y Coker, ambos son Ry[&1, ..., & —1]-mddulos finitos graduados. Por tanto, por
hipétesis de induccion

AHJW(TL) = HM(TL + 1) — H]V[(TL) = Hcokcr(n + ].) — HKcr(TL)

es un polinomio para n > ng. Por tanto, Hy;(n) es un polinomio para n > ng, por el lema anterior.
O

La funcién de Samuel es es un polinomio para n >> 0, ya que ASy;(n) = Hpr(n) (polinomio que
denominaremos polinomio de Samuel).

2.4 Dimension en anillos locales noetherianos

Supondremos que O es un anillo local noetheriano de ideal maximal m, e I un ideal m-primario.

Si I es un ideal m-primario, entonces Spec O/I = {m}, y I(O/I) < oo, por 2.2.6. Escribamos
I=(&,...,&). El graduado de O por I, GiO = O/I[¢y,. .., &,] es un anillo graduado, con O/I de
longitud finita y &; de grado 1.

Sea M un O-médulo finito y consideremos en él una filtracién I-estable, {M,,}. Sabemos que el
dilatado DM es un D;O = @I™-mdbdulo finito. Por tanto, el graduado GM de M por la filtracién es
un D;O-mébdulo finito, luego es un G;O-mdbdulo finito.

Denotaremos

SM(’H,) = SGM(’IL) = Z(M/M1) + l(Ml/MQ) + -+ Z(Mn_l/Mn) = l(M/Mn)

Proposicién 2.4.1. El grado y el primer coeficiente de Syr(n) no depende de la filtracion I-estable
considerada en M.

Demostracion. Sean {M,} y {M,} dos filtraciones I-estables de M. Denotemos por Sy (n) =
I(M/M,)y Siz(n) =1(M/M,). Por 1.4.19 sabemos que existe un h tal que

M,y € M,, por tanto, Sy/(n+ h) > Si(n)

My+n € M, por tanto, Siz(n+ h) > Sp(n)

con lo que se concluye la demostracion

Proposicién 2.4.2. El grado de Sy;(n) no depende de la filtracion I-estable considerada en M, ni
del ideal m-primario 1.
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Demostracion. Consideremos las filtraciones {I"M} y {m™M?}. Basta probar, por la proposicién
anterior, que Sy, r(n) =I(M/I" M} y Syrm(n) = {(M/m"™ M) tienen el mismo grado. Existe un k, tal
que m* C I. Por tanto,

Sarm(kn) = U(M/m* M) > I(M/T"M) = Sar.1(n), Syr(n) =1(M/I"M) > 1(M/m™M) = Syr.m(n)

De donde se deduce que Sir,1(n) y Sap,m(n) son dos polinomios de igual grado.
]

La siguiente proposicién hara las veces del teorema del ideal principal de Krull.
Proposicién 2.4.3. Sia € O no es divisor de cero en M, entonces gr Sarjanr(n) < grSy(n).

Demostracion. Consideremos la sucesion exacta
s
0—aM —-M—>N=M/aM — 0

La filtraciones {aM N M, }, {w(M,)} inducidas en aM y N por la filtracién M,, I-estable de M, son
por el teorema de Artin-Rees I-estables. De la sucesién exacta

0—aM/aMNM, - M/M, — N/x(M,) — 0

se deduce que Syr/qan(n) = Sy(n) = Sy (n) — Sanr(n). Ahora bien, como M ~ aM porque a no
es divisor de cero, por 2.4.1, el grado y primer coeficiente de Sys(n) es igual al de Syps(n). Luego
gr Su/am(n) < Su(n).

O

Definicién 2.4.4. Llamaremos dimension de Krull de un anillo al maximo de las longitudes de sus
cadenas de ideales primos.

Ejemplo 2.4.5. Z y k[z] son anillos de dimensién de Krull 1. C[z,y] es un anillo de dimensién de
Krull 2.

Como los ideales primos de un anillo A se corresponden con los cerrados irreducibles de Spec A,
tenemos que la dimensién de Krull de A es igual a la maxima longitud de las cadenas de cerrados
irreducibles de Spec A.

Definicién 2.4.6. Sea O un anillo local noetheriano de ideal maximal m. Diremos que f1,..., f, € O
es un sistema de pardmetros en O si (f1,..., fn)o = {m}.

Denotaremos que So ;(n) = {(O/I"™). Diremos que Sp(n) = (O/m™) es el polinomio de Samuel
de O.

Teorema 2.4.7. Sea O un anillo local noetheriano de ideal mazimal m. Los siguientes niumeros son
iguales

1. Dimension de Krull de O.
2. Niamero minimo de pardametros de los sistemas de pardmetros de O.

3. Grado del polinomio de Samuel de O.

Demostracion.
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a) Dimensién de Krull de O > Ndmero minimo de pardmetros de los sistemas de pardmetros de O:

Sea f; un elemento no invertible de @ que no se anule en ningin ideal primo minimal (existe:
si {p;} son los ideales primos minimales de O y g; se anula en todos los p; salvo en p;, entonces
fi=7>",9i). Por tanto, dim O > dim O/(f1). Sea ahora fs otro elemento que no se anula en ningin
ideal primo minimal de O/(f1), entonces dim O > dim O/(f1) > dim O/(f1, f2). Asi sucesivamente,
obtenemos una cadena

OC(f1)C(fl,fg)C"'C(fl,...,fn)C...
dimO > dim O/ (f1) > dim O/ (f1, f2) > -+ > dim O/ (f1, ..., fa) > ...

que ha de finitizar para un n, por la noetherianidad de O, y lo hard cuando O/(fi,..., fn) sea de
dimensién cero. Por tanto, tenemos que (f1,..., f,) es un sistema de pardmetros y dim O > n.

b) Nimero minimo de pardmetros de los sistemas de pardmetros de O > grado del polinomio de
Samuel de O:
Sea (f1,...,fr) = I un sistema de pardmetros. Tenemos que

Li fi
es un epimorfismo. Luego So ;(n) < U(O/Ix1,...,z.]/(x1,...,2.)") = 1(O/I) - dim{polinomios en r
variables de grado menor que n} 233 (O/I) - ("+:_1). Observemos que ("+:_1)
grado 7, luego gr So.m(n) = grSe, r(n) < r. Hemos concluido.

es un polinomio de

¢) Grado del polinomio de Samuel de @ > dimensién de Krull de O:
Procedamos por induccién sobre gr Sp(n). Si grSo(n) = 0 entonces I(O/m™) es constante. Por
tanto, [(m"/m"*1) = 0, es decir m” = m"*!. Por Nakayama m" = 0, luego dim O = 0.
Supongamos ya que grSo(n) > 0. Sea p; C pa C -+ C p,, una cadena de ideales primos de O.
Sea f € pa — p1. Tenemos
2.4.3
grS@(n) > grSo/pl(n) > grSo/(phf)(n) >m—1

donde la ultima desigualdad es debido a la hipétesis de induccién y a que ps C - - - C p,,, €8 una cadena
de ideales primos de O/(p1, f). Por tanto, gr So(n) > m y concluimos.
O

Ejercicio 2.4.8. Probar que el anillo local de k[z1,...,z,] en el origen es un anillo de dimensién de
Krull n.

Corolario 2.4.9. La dimension de Krull de un anillo local noetheriano es finita y coincide con el
grado del polinomio de Samuel.

No es cierto que si un anillo es noetheriano, pero no local, su dimensién de Krull sea finita.
Corolario 2.4.10 (ideal principal de Krull). Sea f € O no invertible. Se verifica
dim(f)o > dimO — 1
Ademds, si f no es divisor de cero entonces

dim(f)p =dimO —1
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Demostracion. Sea (f1,..., fm) un ideal m-primario de O/(f), generado por el nimero minimo de
pardmetros. Por el teorema anterior dim O/(f) = m. Por otra parte, (f, f1,..., fm) es un ideal m-
primario de O, luego dim O < m+1=dim O/(f)+1 = dim(f)o+1. Por tanto, dim(f)o > dim O —1.

2.4.3
Si f no es divisor de cero, entonces dim O/(f) = grSp(s)(n) < grSo(n) = dim O y se concluye.
O

Corolario 2.4.11. Sea O un anillo local noetheriano de ideal mazimal m. Sea O la completacion
m-ddica de O. Se verifica

dim O = dim O
Demostracién. Sabemos que O/m"™ = O/@", por tanto Sp(n) = S5(n) y dim O = dim 0. O
Ejercicio 2.4.12. Probar que dimk[[z1, -+ ,z,]] = n.

2.5 Teoria de la dimension en variedades algebraicas

Proposicién 2.5.1. Para todo ideal mazimal m, C k[x1,...,2,], se cumple que dimk[z1, ..., 2,], =
n. En particular, dim k[zq, ..., 2,] = n.

Demostracion. Por 1.2.44 klxy,...,x,]/m, es una k-extensién finita de k. Por tanto, el morfismo
i k[x1] — k[z1, ..., 0] /My, i(p(21)) = p(x1) tiene de nicleo un ideal primo no nulo Keri = (p(x1)).
Ahora ya,

dimklar, ..., 2n)e “ =0 dimk[zy, . ., 2]/ (p(21))+1 = dim k[z1]/(p(21))[X2, - . ., Zn]o+1 = (n—1)+1

donde la udltima igualdad se obtiene por induccién sobre n. O

Teorema 2.5.2. La dimension de Krull de una k-dlgebra A de tipo finito integra es igual al grado de
trascendencia de su cuerpo de funciones. “La dimension de una variedad algebraica integra coincide
con el grado de trascendencia de su cuerpo de funciones”.

Demostracion. Sea A una k-algebra de tipo finito integra. Por el lema de normalizacién de Noether,
existe un morfismo finito k[xy,...,2,] — A. Luego dim A = n. Localizando tenemos el morfismo
finito k(w1,..., %) = Aglz,,... z0]—{0}- Por tanto, A, . 2.1—foy s una k(zy,...,x,)-dlgebra finita
integra, luego es un cuerpo que ha de ser A, _(g). Por tanto, el grado de trascendencia de A4 _(gy es
n.

O

Observemos que dim(A/rad A) = dim A. Por tanto, para calcular la dimensién de una variedad
irreducible Spec A, basta calcular la dimensién de Spec(A/rad A), que es una variedad algebraica
integra. En general, toda variedad algebraica es unién de variedades algebraicas irreducibles y la
dimensién de la variedad es el maximo de las dimensiones de las componentes irreducibles de la
variedad.

Proposicién 2.5.3. Sea X = Spec A una variedad algebraica irreducible y x € X un punto cerrado.
Se cumple que dim X = dim A,.
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Demostracion. Haciendo cociente por los nilpotentes, es decir, por el ideal primo minimal, podemos
suponer que A es un anillo integro.

Por el lema de normalizacién de Noether existe un morfismo finito k[z1,...,z,] — A. Tenemos
que dim X = dimk[z1,...,z,] = n. Sea my = klz1,...,2,] N m,. Sélo nos falta ver que dim A, =
dim k[z1,...,2,]y = n: Dada una cadena de ideales primos m, 2 P1 2 2 pm, entonces my, 2

klxy,..., 2] NP1 2 e ;) klx1,...,2n] Npm es una cadena de ideales primos de inclusiones estrictas,

porque en los morfismos finitos las fibras son de dimensién cero. Luego, dim A, < dim k[zq,...,zy],.
Dada una cadena de ideales primos m,, 2 ph 2 2 pl., por el teorema de descenso podemos

construir una cadena m, 2 p1 i 2 pm de modo que p; = k[x1,...,z,] N p;. Luego, dim A, >

dimklz1, ..., z,]y y dim A, = dimkfz1, ..., 25y O

Teorema 2.5.4 (del ideal principal de Krull). Sea X = Spec A una variedad algebraica integra.
Sea f € A, no nula y no invertible. Se verifica que la dimension de toda componente irreducible de
(f)o esdim X — 1.

Demostracion. Dada una variedad X = Spec A y un punto cerrado z € X, llamemos dimensiéon de X
en r a dim A,, que coincide con la longitud maxima de las cadenas de cerrados irreducibles de X que
pasan por x.

Escribamos (f)o = C1U- - -UC5 como unién de componentes irreducibles. Seay € C;—(CoU- - -UC5)
un punto cerrado. La dimensién de (f)g en y, coincide con la dimensién de Cy en y, que por ser una
variedad irreducible, coincide con la dimensién de Cy (2.5.3). Ahora bien, la dimensién de (f)g en y
es igual a dim(A4/(f))y =dim A, — 1 =dim X — 1. En conclusién, dim C; = dim X — 1. O

Definicién 2.5.5. Una cadena de cerrados irreducibles diremos que es maximal si no estd incluida
en ninguna otra mayor.

Corolario 2.5.6. Toda cadena de cerrados irreducibles maximal de una variedad algebraica irreducible
tiene la misma longitud.

Demostracion. Sea X = Spec A la variedad algebraica irreducible. Sea x el punto genérico de X.
Obviamente X es homeomorfo como espacio topolégico a Spec A/p,. Por tanto, podemos suponer
que la variedad algebraica es integra. Demostraremos el corolario por induccién sobre la dimensién
de Krull.

Sea X D X1 D -+ D X,, una cadena de cerrados irreducibles maximal. Sea f € A una funcién no
nula, que se anule en X;. Sea (f)g = Y1 U---UY, la descomposicién de (f)g en cerrados irreducibles,
obviamente X; es una de las componentes de la descomposicién. Por el teorema anterior dim X; =
dim X — 1, luego por induccién sobre la dimensién m — 1 = dimX; = dim X — 1, y por tanto
m = dim X.

O

Definicién 2.5.7. Se dice que una variedad algebraica es catenaria si toda cadena de cerrados irre-
ducibles maximal con extremos cualesquiera prefijados tiene la misma longitud.

Corolario 2.5.8. Las variedades algebraicas son catenarias.

Demostracion. Sean Y D Y’ cerrados irreducibles de una variedad algebraica X. Sea Y’ D Y{ D
-+ DY, una cadena de cerrados irreducible maximal de Y’. Toda cadena de cerrados irreducibles

maximal de extremos Y,Y’, junto con esta cadena, define una cadena maximal de Y “ampliada”.
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Como las cadenas “ampliadas” son todas de la misma longitud, por el corolario anterior aplicado a
Y, concluimos que toda las cadenas maximales de cerrados irreducibles de extremos Y,Y”, tienen la
misma longitud.

O

2.6 Problemas

1. Sea M = My O My O My DO --- O M, una cadena de A-submddulos de M. Probar que

(M/M,) = :le(Mifl/Mi)'

2. Sea A = k[&1,...,&,] una k-dlgebra de tipo finito y sea O = A,, donde = € Spec A es un punto
cerrado. Probar que si M es un O-médulo de longitud finita entonces es un k-espacio vectorial
de dimensién finita y

dimg M = (M) - dimy, O/m,

3. Sea A un anillo integro y f, g € A no nulas. Probar que

La(A/(f9)) = La(A/(f)) +1a(A/(9))

4. Probar que si A es un anillo con un ntimero finito de elementos, entonces es un anillo noetheriano
de dimensién cero.

5. Escribamos el polinomio p(z,y) = pn(z,y) +pnt1(z,y)+. . .+Dm (2, y) como suma de polinomios
homogéneos p;(x,y) de grado i. Sea O = (k[z,y]/p(z,y))z,, con my, = (z,y). Demostrar que
Gum,, O = k[z,y]/(pn(z,y)). Calcular el polinomio de Samuel de O.

6. Sea O un anillo local noetheriano. Probar que la dimensién de Krull de O es igual a la dimensién

del cono tangente G O = &m™/m"*! en el origen (que es el ideal maximal & mn Jmntly,
n n=1

7. Sea A un anillo noetheriano. Probar que dim A[z] = 1 + dim A (Obsérvese que si p C A es un
ideal primo entonces pA[x] es un ideal primo de Alx]).

8. Sea O un anillo local noetheriano de dimensién de Krull 2. Probar que el conjunto Spec O tiene
infinitos puntos.

9. Sea O un anillo local noetheriano de dimensién de Krull n y fi,...,f, € O de modo que
dim O/(f1,..., fr) = n—r. Demostrar que existen f,1,..., fn de modo que dim O/(f1,..., fn) =
0.

10. Calcular la dimensién de Krull de C[[z,y]]s, con S ={1,z,...,z",...}.

11. Sea A = k[x1,xa,...,Zy,...] un anillo de polinomios de infinitas variables. Sean p; = (i, ..., Toi+1_1)
y §=A-Up.
3

(a) Probar que Spec,,,, As = {pi - As}:.
(b) Probar que toda funcién no nula de Ag pertenece a un nimero finito de ideales maximales.

(¢) Probar que Ag es un anillo noetheriano.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(d) Probar que dim Ag = oo. (Nagata)
Sean X,Y variedades algebraicas. Probar que

dim(X xY)=dim X +dimY
(Utilicese el Lema de Normalizacién de Noether).

Sean Y, Y subvariedades irreducibles de A™. Supongamos que Y NY’ # (). Demuéstrese que

codimY + codimY’ > codim(Y NY”)

Sea f: X — Y un morfismo entre variedades algebraicas irreducibles. Sea y € f(X) un punto
cerrado. Demuéstrese que
dim f~(y) > dim X — dim f(X)

Sea A = k[&1,...,&,] un anillo graduado, con gr&; = 1. Probar

(a) Sip C A es un ideal primo, el ideal generado por los elementos homogéneos de p es un
ideal primo.

(b) Los ideales primos minimales de A son ideales primos homogéneos.
(¢) dim A = dim A,,, donde my,. = (&1,...,&p).
(d) dim A — 1 es igual al grado del polinomio p(n) = dimy[A],.

Sea O un anillo local noetheriano de dimensién r, {fi,..., f-} un sistema de pardmetros, e I el
ideal generado por éstos. Probar que

GiO®o O/m=0/m[z1,...,2,]

Sea O la localizacién de k[z,y]/(zy) en el origen. Sea I = (Z) C m = (Z,y). Probar que

G10 @0 O/m = O/m|z]

Sea O un anillo local noetheriano, I = (f1,..., fr) € O un ideal tal que dim O/I = dim O —r.
Probar que G;O @0 O/m = O/m[zy, ..., x.].

Sea O un anillo local noetheriano catenario, I = (f1,..., fr) € O un ideal tal que dim O/I =
dim O — r. Probar que dim G;O = dim O.
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Capitulo 3

Anillos locales regulares

3.1 Introduccion

Los anillos de funciones algebraicas de la ctspide y? — 2% = 0, el nodo y? — 22 + 23 = 0, el cono
2% 4+ y? — 22 = 0 son no regulares en el origen y regulares en cualquier otro punto.

El objetivo de este capitulo es caracterizar localmente los anillos de funciones de las variedades
algebraicas sin singularidades. Diremos que una variedad algebraica de dimensién n es regular en
un punto si y sélo si existen n hipersuperficies que se cortan transversalmente en el punto (contando
multiplicidades). Estd definicién equivaldrd a que el cono tangente a la variedad sea un espacio afin
y a que la completacién del anillos funciones algebraicas en el punto sea un anillo de series formales.
Daremos también criterios diferenciales que caractericen la regularidad.

Por 1ltimo, para el problema de la “regularizacién” de una variedad introduciremos los anillos de
valoracién. El procedimiento de regularizacién de las curvas por explosién, se estudiara en el siguiente
capitulo.

3.2 Anillos locales regulares

Definicién 3.2.1. Diremos que un anillo O local noetheriano de ideal maximal m es regular, si
dim O = dimep m/m2. A m/m? se le denomina espacio cotangente de Zariski.

En Geometria Diferencial, si V' es una variedad diferenciable, x € V y m, es el ideal de las
funciones diferenciables que se anulan en z, entonces m,/m2 = TV es el espacio cotangente a V en
x. Si bien, el anillo de gérmenes de una variedad diferenciable no es un anillo noetheriano, se cumple
que la dimension de la variedad diferenciable coincide con la dimensién del espacio cotangente en todo
punto. En este sentido se puede decir que las variedades diferenciables son regulares en todo punto.

Definicién 3.2.2. Diremos que X = Spec A es regular en x € X si A, es un anillo local regular.

Ejemplo 3.2.3. Los anillos integros locales de ideales principales son anillos regulares. Por tanto,
las localizaciones de Z en sus puntos cerrados son anillos regulares.

Recordemos que dado f € m decimos que es un pardmetro. Observemos que para todo anillo O
local noetheriano dim O < dime /n m/m?, porque si dime /m m/m?=ny fi,..., fn es un sistema de
parametros obtenido por Nakayama, sabemos que dim O < n. Por tanto,

Oes regular < dim O > dime /i m/m?

47
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Proposicion 3.2.4. Un anillo O local noetheriano de dimension n, es reqular si y sélo si existe un
sistema de pardametros f1,..., fn que generan el ideal mazimal m de O.

Demostracion. Si O es un anillo regular entonces n = dimO = dimep/n m/m2. Si fi,...,fn es
un sistema generador de m obtenido por Nakayama, éste serd el sistema de parametros busca-
do. Reciprocamente, si fi,..., f, es un sistema de pardmetros que generan m entonces dim O >
dimep /) m/m?, luego O es regular. O

Aunque no hayamos definido la multiplicidad de interseccién, digamos que esta proposicién se
interpreta geométricamente del siguiente modo: “Una variedad algebraica irreducible X = Spec A de
dimensién n, es regular en un punto cerrado = € X si y sélo si existen n hipersuperficies, f; = 0, que
se cortan con multiplicidad 1 en z”.

Proposicién 3.2.5. El anillo local de klz1,...,x,] en el origen es un anillo regular de dimension n.
Demostracion. Denotemos m,, = (x1,...,2,). Por 2.5.1, dimk[x1,...,2,], = n. Por la proposicién
anterior, k[z1,...,Ty], es regular. O
Ejercicio 3.2.6. Probar que para todo ideal maximal m, C k[z1,...,x,], entonces k[x1,...,x,], es

regular. “El espacio afin es regular en todo punto”.

Teorema 3.2.7. O es reqular si y sélo si GO = O/m[z1,...,x,]. “O es regular si y sélo si el cono
tangente en el punto cerrado es isomorfo a un espacio afin.”

Demostracion. Antes empezar con la demostracién, observemos que el graduado de GO = O/m @
m/m? @ m?/m3 @ --- en el ideal definido por el ideal maximal m/m? @ m?/m3® @ --- es isomorfo a
GnO. Como por Samuel, la dimensién de un anillo local O viene determinada por su graduado GO,
tendremos que la dimensién de Krull de Gy O localizado en el ideal maximal m/m? @ m?/m3 @ - -,
escribamos simplemente dim G, O, es igual a dim O.

Si O es un anillo regular de dimensién n, existe un sistema de parametros fi,..., f, que genera
el ideal maximal m de O. Consideremos el epimorfismo graduado

o/mlzy,...,z,] — GO =0/m® m/m?*om?/m3a. .-

Veamos que es un isomorfismo: O/m[zy,...,2,] es un anillo de dimensién n en el origen. Si hubiese
ntcleo, la dimensién del anillo imagen, es decir la de GO, en el punto definido por el ideal maximal
m/m? @ m?/m3 & - -+ serfa menor que n = dim O. Contradiccién.

Reciprocamente, si G,,O = O/m[xy,...,x,], entonces dim G, O = n, luego dim O = n. Ademds,
tenemos también que

dime /m m/m? = dime (21, .-, %) /(1,0 T0)" =1

Luego, dim O = dime / m/m? y O es regular.
O

Corolario 3.2.8. Sea O un anillo local noetheriano, de ideal mazimal m. Sea O el completado
m-ddico de O. Se cumple que O es regular si y solo si O es regular.

Demostracion. El corolario es consecuencia del teorema anterior y de que GO = Gz0. O

Proposicién 3.2.9. Si O es un anillo regular entonces es integro.
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Demostracion. Sean f,g € O. Sea m el ideal maximal de O. Recordemos que ﬂNm" = 0. Por tanto,
ne

existen 7,5 € N de modo que f € m", f ¢ m"t!, g e m®y g ¢ m*+t!. Es decir, f € m"/m"+! y
g € m®*/m**! son no nulas.

Si O es regular entonces GO = O/m|xy,...,2z,]. O/m[zy,...,x,] es un anillo integro. Por lo
tanto, f-g = fg € m"T/m"5*! no es nulo. Luego f - ¢g no es nulo y O es integro. O

Proposicion 3.2.10. Sea O un anillo local reqular de ideal maximal m, completo por la topologia
m-ddica. Si O contiene un cuerpo se verifica un isomorfismo

O~ O/m[[z1,...,2,]]

Demostracion. Por el teorema de Cohen, existe una seccién O/m — O del cuerpo residual de m. Sea
&, ..., &, un sistema generador de m obtenido por el Lema de Nakayama. El morfismo

O/m[[z1,...,z,]] = O, s(x1,...,2,) — s(&1,-.-, &)

es un isomorfismo porque en los graduados lo es (recuérdese 3.2.7). Por tanto,

O ~0/m[z1,...,z,]]

O
Escribamos m = m, y sea f € m,. Denotaremos a f € m,/m2 como d,f, y diremos que d,f es
la diferencial de f en z. Por ejemplo, si consideramos p(x1,...,zn) € My = (21 — 1, ..., Tp — Q) C
klx1,...,2y], entonces por desarrollando por Taylor en (a1, ..., a,), tenemos que
dp dp
dep(x1,y .. Xy) = 8—;101(041, ce@p)dexy o+ a—xn(al, ey Q) Xy

En el caso de que el anillo A una k-algebra y A/m, =k, dado f € m,, se define d.f = f — f(z) €
m,/m2, donde f(z) = f € A/m, = k.

Teorema 3.2.11. Sea O un anillo local regular de ideal maximal my. Sea I C O un ideal. O/ es
un anillo reqular < I estd generado por un sistema de pardmetros de diferenciales en x linealmente
independientes.

Demostracion. Denotemos por m, la clase de m, en O/I.
<) Sabemos que I = (f1,..., fr) de modo que {d,f1,...,d.f-} son linealmente independientes
en m,/m2. Consideremos la sucesién exacta

I—m, -m,; —0
Tensorializando por ®»O/m,, obtenemos la sucesién exacta
0 — I/m,I — m,/m? —m,/m2 — 0

que es exacta por la izquierda, porque fi,...,f. es un sistema generador de I/m,I linealmente
independiente en m,/m2. Por tanto,

dime /m, My/M2 = dime /,m, My/m2 —r = dim O —r < dim O/1
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Luego O/I es regular (de dimensién dim O — 7).
=) O/I es regular. Escribamos dim @ = n y dim O/I = n — r. Consideremos la sucesién exacta

[—m, —-m, —0
Tensorializando por ®»O/m,, obtenemos la sucesién exacta
2 -
I/m,I - m,/m; — m,/m; — 0

Sean pues fi,..., f, € I, de modo que fi,..., f. sea una base del nticleo del epimorfismo m,/m2 —
m, /m2.

El epimorfismo O/(f1,..., fr) — O/I es un isomorfismo: O/(f1,..., fr) es un anillo regular por
<), de dimensién n — r. Si hubiese nicleo, la dimensién de la imagen serfa menor que n — r, porque
O/(f1,..., fr) es Integro por ser un anillo regular. Por tanto, la dimensién de O/I serfa menor que
n — r, contradiccion.

Por tanto, I = (f1,..., fr) con d f1,...,d, fr linealmente independientes.

Ejercicio 3.2.12. Calcular los puntos regulares de C[z,y]/(y? — 22 + 23).

Los anillos locales de la Geometria Diferencial, si bien no son noetherianos, pueden considerarse,
si no somos rigurosos, como anillos regulares, pues sus completados son anillos de series formales. En
Geometria Diferencial, es conocido que dada una variedad diferenciable X y {f1,..., fr} € C*(X),
si dzf1,...,d; fr son linealmente independientes para todo z € {f; =0,..., f, = 0} entonces {f; =
0,..., fn = 0} es una subvariedad diferenciable de X.

3.3 Anillos locales regulares de dimensién 1 y anillos de valo-
racion

Los anillos locales regulares de dimensién cero son los cuerpos. En la teoria de Galois, se ha pro-
fundizado en su estudio. Nuestro objetivo es el estudio de los anillos locales regulares de dimension
uno. Los anillos de dimensién uno de la Geometria Algebraica son los anillos de funciones algebraicas
de las curvas. En la clasificacién de la curvas algebraicas es fundamental el caracterizar los puntos
singulares (los puntos no regulares) de las curvas y la regularizacién o desingularizacién de éstas.
Como veremos, los anillos locales regulares de dimensién uno son los anillos de valoracién discreta, y
la interseccion de los anillos de valoracién que contienen a un anillo es su cierre entero, en el caso de
anillos de curvas es el anillo de su desingularizacion.

Teorema 3.3.1. Sea O un anillo local noetheriano de dimension 1. Se verifica que O es reqular si y
solo si O es un anillo de ideales principales.

Demostracion. =) Si O es regular de dimensién 1, su ideal maximal estd generado por un pardmetro

t € m. Si f es un elemento no nulo de O, entonces f =t" -, con i € O invertible para un n € N. Por

tanto fO = t"O. Dado un ideal I, tendremos que I = t"O con m = min{n : fO =¢"O, con f € I}.
<) Tenemos que dimm/m? < 1. Luego dim O > dimm/m? y O es regular.

O

Definicién 3.3.2. Sea ¥ un cuerpo. Una valoracion discreta de X es una aplicacion epiyectiva
v: X — {0} — Z que verifica
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L w(fg) = v(f) +v(9)-

2. v(f +g) > min{v(f),v(g)}

Dado un anillo O local regular de ideal maximal m y cuerpo de fracciones ¥, podemos definir una
valoracién discreta en ¥ (la valoraciéon m-ddica): Dada f € X tenemos que f = ¢, con a,b € O. Se
verifica que a € m" —m" ! y b € m™ —m™ 1. Pues bien, si definimos v(f) = n—m, es ficil comprobar
que v es una valoracién discreta. Ademas, si dim O = 1, O coincide el subanillo de ¥ formado por las
f € X de valor mayor o igual que cero.

Reciprocamente, veamos que dada una valoracién discreta v entonces O, = {f € ¥ : v(f) > 0} es
un anillo local regular de dimensién 1 de cuerpo de fracciones X.

Sea v: ¥ — {0} — Z una valoracién. Observemos que v(1) =v(1-1) = v(1) + v(1) luego v(1) = 0.
Por tanto, 0 = v(1) = v(f - f~1) = o(f) + v(f~1), luego v(f~1) = —v(f).

Cada ideal I C O, esta generado por un elemento de valor minimo: Sea f € I de valor minimo,
dado g € I tenemos que v(g) > v(f) luego v(g/f) = v(g) — v(f) = 0. Lucgo g/f € O, y g = g/ - f,
es decir I = (f).

Asi pues, O, es un anillo de ideales principales, luego noetheriano. O, es un anillo local que no
es un cuerpo, porque los invertibles son precisamente {f € O, : v(f) = 0} y el ideal maximal es
py = {f € O, : v(f) > 0}. Por tanto, O, es un anillo local regular de dimensién 1. Ademds, para
toda f € ¥ o bien f € O, o bien f~! € O,, es decir, v(f) > 00 v(f~1) = —v(f) > 0 (esta propiedad
junto con la noetherianidad va a caracterizar los anillos de valoracién discreta O,). Por tanto, el
cuerpo de fracciones de O, es 2.

Hemos obtenido la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3.3. La correspondencia que asigna a cada valoracion discreta v de X el anillo O, =
{f € X :v(f) >0} es una correspondencia biunivoca entre el conjunto de valoraciones discretas y los
subanillos locales requlares de dimension 1 de ¥ de cuerpo de fracciones X..

Dada una valoracion discreta v diremos que O, es un anillo de valoracién discreta.
Al ideal maximal se le denota p,, y se le denomina el ideal de valoracién.

Definicién 3.3.4. Un morfismo O — O inyectivo entre anillos locales de ideales maximales m,m’ se
dice que es dominante si m’ contiene a m, es decir, sim’ N O = m.

Si O, es un anillo de valoracién discreta, @ un anillo local incluido en el cuerpo de fracciones
de O, que contiene a O, de modo que la inclusién O, — O’ sea un morfismo dominante, entonces
O’ = O,: Dado f € O’ — O,, entonces v(f) < 0, luego v(f~*) >0y f~! € p,. Por tanto, f~* € O’
y pertenece al ideal maximal de @', lo que es contradictorio, pues es invertible en O’.

3.4 Cierre entero y anillos de valoracién

El objetivo principal del resto del curso es el estudio de la desingularizacion de las curvas. Resulta que
la desingularizaciéon C' de una curva C es un morfismo C' — C finito y birracional (las fibras son finitas
y en un abierto es isomorfismo) y C' no admite a su vez tales morfismos (salvo los isomorfismos). Es
decir, si escribimos C' = Spec A y C = Spec A, resulta que A — A es un morfismo finito y birracional
y A no admite tales morfismos (salvo los isomorfismos). Como veremos los anillos de valoracién estdn
caracterizados por no admitir morfismos birracionales “dominantes” y A coincide con la interseccién
de los anillos de valoracién del cuerpo de fracciones de A que contienen a A.
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Definicién 3.4.1. Diremos que un anillo A integro, es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones
3, si cumple que si una funcién f € ¥ es entera sobre A entonces f € A. También se dice que A es
normal.

Sea A — B un morfismo de anillos. Llamaremos cierre entero de A en B al subanillo de B formado
por todos los elementos de B enteros sobre A.

Dejamos que el lector pruebe que el cierre entero de un anillo integro en su cuerpo de fracciones
es un anillo integramente cerrado.

Proposicion 3.4.2. Los dominios de factorizacion unica son integramente cerrados en su cuerpo de
fracciones.

Demostracion. Sea A un dominio de factorizacién tnica y ¥ su cuerpo de fracciones. Sea § € ¥ una
fraccion de modo que b sea primo con a. Si § es entero sobre A verifica una relacién

a a.,

()" +ar ()" P+ 4a,=0

b b

Multiplicando por ™ tendremos a” + b = 0. Luego, como b es primo con a, habra de ser invertible y

a/b € A. En conclusion, los tdnicos elementos enteros de X sobre A son los de A.
O

Ejemplo 3.4.3. Z, k[z], k[z1,...,x,] son anillos integramente cerrados en sus cuerpos de fracciones.

Proposicion 3.4.4. Los anillos de valoracion discreta son integramente cerrados en su cuerpo de
fracciones.

Demostracion. Los anillos de valoracién discreta son dominios de ideales principales (locales) luego

dominios de factorizacién tnica.
O

Proposicién 3.4.5. Un anillo A integro. El cierre entero de A en su cuerpo de fracciones conmuta
con localizaciones. Por tanto, A es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones si y solo si es
localmente integramente cerrado.

Demostracion. Sea S C A un sistema multiplicativamente cerrado. f € ¥ = A4_(o) entero sobre Ag.
Por tanto, existe una relacién entera

ff4ay/sy- M4 4 an/sn =0 cona; € Ays; € S

Sea t = s1---8, (luego t € S). Multiplicando la relacién anterior por t" obtenemos una relacién
entera con coeficientes en A de tf, luego tf pertenece al cierre entero Ade Ay f € Ag.
Si f € Ag es facil probar que es entero sobre Ag.
Por tltimo, A=A < A, = A, = A,, para todo z € Spec A.
O

Si consideramos el nodo C = y? — 22 + 23 = 0 y consideramos la curva C' que se obtiene de

“despegar” las dos ramas y el morfismo natural C—C “pegar”, resulta que este morfismo fuera del
nodo es isomorfismo (birracional) y es un morfismo finito. Parece claro intuitivamente que para las
curvas regulares en todo punto, no existen mas morfismos birracionales finitos que los isomorfismos.
En términos matematicos precisos:
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Teorema 3.4.6. Sea O un anillo integro local noetheriano de dimension 1. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. O es regular.
2. O es un anillo de valoracion.

3. O es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones X.

Demostracion. Sélo nos falta probar (3 = 1).

Sea f un elemento no nulo del ideal maximal m de @. Como m es el ideal primario asociado a la
descomposicién primaria de (f), existe un g € O de modo que ((f) : (g9)) = m. Por tanto, g/f-m C O.
Sig/f-m= 0, mes un O-médulo principal y O un anillo regular. Si g/f - m C m, entonces % es
un endomorfismo de m, que ha de satisfacer el correspondiente polinomio caracteristico. Luego % es

entero sobre O, asf pues 4 € Oy ((f) : (9)) = O, contradiccién. O

Definicién 3.4.7. Un anillo A se dice que es un dominio de Dedekind si es noetheriano de dimensién
1 e integramente cerrado.

Proposicién 3.4.8. Si A es un dominio de Dedekind e I C A un ideal no nulo, entonces I se escribe
de modo unico como producto de ideales primos.

Demostracion. Sean {x1,...,2m} = (I)o. Sabemos por el teorema y lema anteriores que A,, es un
anillo de ideales principales. Por tanto, I, = p' As,, para cierto n; € N tnico. El ideal

ni . ....p"m

Z1 L,
es igual localmente a I, luego son iguales globalmente. Evidentemente los exponentes n; estan deter-
minados porque lo estan al localizar. O

Sea p, un ideal primo de A. Denotemos p; ,, el ideal p,-primario que al localizar en x es igual a
p2, es decir, “el ideal p,-primario de funciones cuyo desarrollo de Taylor hasta orden n en z es nulo”.

Proposicién 3.4.9. Sea A un anillo noetheriano integro. A es un anillo normal si y sélo si todo
ideal principal (propio) es interseccion, sin componentes sumergidas, de un nimero finito de primarios

Pzn, -

Demostracion. Supongamos que A es un anillo normal.

Sea p, un primo asociado a (a) C A. Veamos que no es una componente sumergida. Podemos
suponer que A es local de ideal maximal p, = m. Sabemos que existe b € A tal que (a : b) = m. Por
tanto 3 -mC A. Si g -m C m, entonces g es entero sobre A, luego g € Ay (a:b) = A, contradiccién.
Si g -m = A, entonces m es un A-médulo isomorfo a A, luego es un ideal principal, dimA = 1y
m no es una componente sumergida de A. Ademds, hemos probado que A, es un anillo regular de
dimensién 1.

Si (a) =gy, N+ -N{q,, es una descomposicién primaria de (a). Tenemos que (a),, = qqz, - Az, =
Wi+ Ag,, para cierto n;, luego qz;, = pz; n,-

Sélo nos falta probar el reciproco. Consideremos sélo los ideales primos p, asociados a las des-
composiciones primarias de los ideales principales. A, es un anillo regular de dimensién 1, pues dado
a € Atal que a € p, - Ay, a ¢ p2 - A, tenemos que (a), = py - Ay. A =N, A,: Sea a/b € NA, y
escribamos (a) = Py N  NParn, ¥ (0) = Puymy N NPy, con ng,m; > 0. Como a/b € A,
entonces n; > m;, para todo i, luego (b) C (a) y a/b € A. Por ultimo, como A es interseccién de
anillos integramente cerrados entonces es integramente cerrado.

O



54 Capitulo 3. Anillos locales regulares

Teorema 3.4.10. Sea A un anillo integro y X2 un cuerpo que contiene a A. Supongamos que el cierre

entero de A en X, A, es un anillo noetheriano. Entonces

A= n 0O,
ACO,

donde O, son subanillos de valoracion de X.

Demostracion. En la demostracion de la proposiciéon anterior hemos probado que A es la interseccién
de los localizaciones A, (dim A, = 1), que son anillos de valoracién discreta. Por tanto, las inclusiones

AC n O,C n A,=A4
ACO, dim A,=1

son igualdades.

3.5 Finitud del cierre entero

Lema 3.5.1. Sea A un anillo noetheriano integro, integramente cerrado en su cuerpo de fracciones
3. Sea ¥ — X una extension finita separable de cuerpos. Entonces el cierre entero A de A en ¥ es
un A-mddulo finito.

Demostracion. Y. es el cuerpo de fracciones de A Y = Ax_joy = /_lA_{O}
Consideremos en 3 la métrica Ty de la traza, Ta(f, g) = tr(f - g).
Recordemos que tr(h) es la traza de la homotecia multiplicar por h en %, que tr(h) = Y g(h),
B _ B geG ~
donde G = Homk_é]g(i,i) y % es la envolvente de Galois de ¥. Recordemos también que X es
separable si y sélo si T5 es no singular.

Sea @y,...,a, € A una base del Y-espacio vectorial ¥. Sea wi,...,w, € ¥* la base dual de
ai,...,0a,. A través del isomorfismo
- iTy

Y ~ Y= Homg(%,X)
h +— ihTy: R — Ty(h,h') =tr(h-h')

se verifica que iTh: A — Aw; + - -+ Aw,: Dado h € A, escribamos iT5(h) = A\jwy + - - - 4+ A\,wy,, con
A € X. Tenemos que ver que \; € A. Se tiene que

A = iTy(h)(a;) = tr(h-a;) = Y _g(h-a;)
geqG

Ahora bien, h-a; € A, luego \; = . g(h - a;) es entero sobre A. Recordemos que \; € ¥y A es
geG
integramente cerrado, luego \; € A.

En conclusién, A estd incluido en un A-médulo finito, luego por la noetherianidad de A, es un
A-médulo finito. O

Ejercicio 3.5.2. Probar que Z[\2/5] no es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

Ejercicio 3.5.3. Demostrar que el cierre entero de Z[v/5] en Q[v/5] es finito sobre Z[v/5]. (Pista:
7 — Z[V/5] es finito y Z es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones).
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Teorema 3.5.4. Sea A una k-dlgebra de tipo finito integra de cuerpo de fracciones 3. Sea ¥ — )
una extension finita de cuerpos. Entonces el cierre entero A de A en 3 es un A-mddulo finito, de
cuerpo de fracciones X.

Demostracion. Sea por el lema de normalizacién de Noether un morfismo finito k[z1,...,z,] — A.
Como el cierre entero de A en X coincide con el cierre entero de k[z1, ..., 2z,] en X, podemos suponer
que A = klxy,...,2,].

Sea ¥ la envolvente normal de 3. El cierre entero de A en ¥ contiene a A. Luego si demostramos
que el cierre entero de A en ¥ es un A-médulo finito tendremos que A también lo es. Asf pues,
podemos suponer que ¥ es una extensién normal de ¥.

Sea G el grupo de Galois de ¥. Sea % los elementos de ¥ invariantes por G. Denotemos por A’
al cierre entero de A en . A coincide con el cierre entero de A’ en 3, luego A es un A’-médulo finito
por el lema anterior, pues ¢ < ¥ es una extensién separable (de Galois). Asf pues, para demostrar
que A es un A-médulo finito basta ver que A’ es un A-médulo finito. Observemos que ¥ — 2% es un
morfismo puramente inseparable.

En conclusién, podemos suponer que A = k[z1,...,7,] y que ¥ < ¥ es una extensién finita
puramente inseparable de cuerpos. .

Sea cark = p > 0 y escribamos ¥ = X[¢y,...,&,]. Existe m >> 0 de modo que £ € % =

k(x1,...,2,), para todo i. Escribamos " = p;/q;, con p; = Z)xlxl € klxy,...,xn]y ¢; = Zulxl €
7 ,

(2
klz1,...,2,). Sea k' = k(" A, v /i) y X' = K (#/z1,..., »\/z,). Se verifica que & = "\/p;/q; €
3/, luego ¥ C ¥'. De nuevo, podemos suponer para demostrar el teorema que ¥ = ¥’. Ahora
bien, el cierre entero k[zi,...,x,] en ¥’ es k'[*\/x1,..., »\/Zy,), pues K'[»\/z1,..., »\/T,] es un
klz1,...,2n]-médulo finito y es integramente cerrado (porque es un anillo de polinomios). Hemos
concluido.

O

Definicién 3.5.5. Diremos que Spec A es una curva integra afin si A es una k-algebra de tipo finito
integra de dimension 1.

Ejemplo 3.5.6. La recta afin A; = Spec k[z], la circunferencia Spec k[x,y]/(z? + y* — 1).

Los cerrados propios de la topologia de Zariski de una curva integra son los conjuntos finitos de
puntos cerrados. El punto genérico es el uinico punto denso.

Definicién 3.5.7. Diremos que un punto cerrado x € Spec A es no singular si A, es un anillo regular.
Diremos que es singular si A, no es regular.

Ejemplo 3.5.8. Speck[z,y]/(y? — 2%) tiene un tinico punto singular, el origen.
Teorema 3.5.9. El nimero de puntos singulares de una curva integra es finito.

Demostracion. Sea C' = Spec A la curva integra y ¥ el cuerpo de fracciones de A. Sea A el cierre
entero de A en X, que como sabemos, es un A-médulo finito, de cuerpo de fracciones ¥. Consideremos
la sucesion exacta

0—-A—A—A/A—-0

Localizando en el punto genérico de la curva, tenemos que f_l/A es cero. Luego A /A es cero al localizar
en todos los puntos salvo en un nimero finito de puntos cerrados. Por tanto, A = A al localizar en
todos los puntos salvo un nimero finito de puntos cerrados. Por el lema 3.4.5, dado x € Spec A,
A, = A, siy sélo si A, es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones, es decir si y sélo si A,
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es regular, es decir, si y sélo si z es no singular. En conclusién, los puntos singulares de C' = Spec A
coinciden con los puntos del soporte de A/A, que es un niimero finito de puntos.
O

3.6 Problemas

1. Calcular el polinomio de Samuel de un anillo local regular de dimensién 2.

2. Probar que un anillo local noetheriano O es un anillo regular de dimensién r si 'y sélo si Sp(n) =
(”+:_1). Para la suficiencia seguir los pasos:

(a) O es regular siy sélo si GO es un anillo regular en el origen.

(b) Si A =E[&,...,&] es una k-dlgebra y my = (€1,...,8n) ¥ k es el cierre algebraico de £,
probar que A es regular en m; si y sélo si A @y k es regular en m, ® k.

(c) Si A =k[&,...,&] es una k-dlgebra graduada, con gr&; = 1 y k con infinitos elementos,
demostrar que existe un morfismo graduado finito k[z1,...,z,] — A.

n—i—'r—l).

(d) Probar que el morfismo anterior es isomorfismo si y sélo si S4(n) = ("

3. Sea O un anillo local noetheriano, e I = (f1,...,fr) C O un ideal tal que O/I es un anillo
regular de dimensién de Krull dim O — r. Probar que O es un anillo regular.

4. Probar que la localizacién de Z[x] en cualquier punto es un anillo regular.

5. Probar que un anillo noetheriano A es regular en todo punto si y sélo si A[z] es regular en todo
punto.

6. Calcular los puntos de Z[v/5] en los que no es regular.

7. Sea my = (21,...,2,) y O = (k[z1,...,24])/(P1,--.,Dr))z. Supongamos que dim QO = n — r.
Probar que O es regular si y sélo si rg(ggj_ (0)) =r.

8. Sean X e Y dos k-variedades algebraicas y € X e y € Y dos puntos racionales regulares.
Probar que X x; Y es regular en (x,y).

9. Sea A un anillo incluido en un cuerpo ¥. Probar que f € ¥ es entero sobre A si y sélo si es
entero sobre A[f~1].

10. Calcular los anillos de valoracion de Q.
11. Calcular los anillos de valoracién de C(x), que contengan a C.

12. Sea O, un anillo de valoracién discreta de C(x,y) trivial sobre C.

(a) Demostrar que O, contiene a C[z,y], 0 a C[1,2], 0 a (C[%, 2.

(b) Si O, contiene a Clz,y] v p, N C[z,y] = p,. es una curva, demostrar que O, = Clz, yl..

(¢) Si O, contiene a C[z,y] y p, N C[z,y] = m, es un ideal maximal, por ejemplo m, = (z,y),
demostrar que O, contiene a Clzy,y1] con zy =z, y1 =L oz = %, Yr =19.
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13.

14.

15.

16.

17.

(d) Con las notaciones obvias a partir del apartado anterior. Supongamos que p, NClz,,, Y] €s
un ideal maximal para todo n € N. Demostrar que existe un m € N, de modo que v(z,,) (o
v(Ym)) es minimo entre todos los v(zy,), v(y,). Demostrar que O, = lim O, /(p’) = Cl[z]]

K2

y que por tanto O, /p, = C.

Sea A una k-dlgebra de tipo finito de dimensién de Krull 1,integra de cuerpo de fracciones .
Sea A el cierre entero de A en ¥. Probar que el conjunto de anillos de valoracién discreta de X
que contienen a A es biyectivo con Spec A.

Pruébese que el anillo local de k[z,y] en el origen es integramente cerrado pero no es un anillo
de valoracion.

Sea A un anillo noetheriano fntegro de dimensién 1. Sea A el cierre entero de A en su cuerpo de
fracciones. Dado a € A no nulo, probar que l[4(A/aA) > 14(A/aA). Probar que A es un anillo
noetheriano de dimensién 1.

Sea A un anillo integro y A el cierre entero de A en su cuerpo de fracciones.

(a) Si0# I C A esun ideal, definir inclusiones naturales, A < Hom (I, 1) — A.
(b) Si0# I C A esun ideal radical, probar que Homa (I, A) N A = Homu (I, I).
Sea A un anillo noetheriano integro y A el cierre entero de A en su cuerpo de fracciones. Sea

Y C Spec A el conjunto de los puntos z, tales que A, no sea integramente cerrado en su cuerpo
de fracciones. Sea I un ideal radical no nulo que se anule en todo Y.

(a) Dada h = % € A, probar que (Anul(hA/(hAN A)))o = {r € SpecA: h¢ A,} CY.
(b) Probar que existe n € N de modo que I™ C Anul(hA/(hAN A).

(c) Probar que si A = Homu (I, I) entonces A es integramente cerrado en su cuerpo de frac-
ciones.
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Capitulo 4

Desingularizacion de curvas

4.1 Introduccién

En este capitulo estudiaremos las singularidades de una curva. Probaremos que toda curva es birra-
cional a una curva sin puntos singulares. Estudiaremos el proceso denominado de explosién que nos
permitird desingularizar las curvas. Definiremos la multiplicidad de una variedad en un punto. Cal-
cularemos la multiplicidad de interseccién de una curva y una hipersuperficie en un punto. Veremos
que el nimero de ramas analiticas de una curva en un punto coincide con el niimero de puntos en los
que desingulariza la curva en el punto. Por tdltimo, en el caso de una Unica rama introduciremos el
desarrollo en serie de Puiseux, que parametriza analiticamente la curva.

Fuera del estudio local de las variedades, probaremos el teorema de Bézout, que dice que dos curvas
planas proyectivas de grados n y m se cortan en n - m puntos, contando grados y multiplicidades de
interseccién. Probaremos también el lema de Max Noether, que nos permitird probar como ejercicios,
los teoremas de Pascal y Pappus.

4.2 Espectro proyectivo

En Geometria se define el espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial como el conjunto de
rectas (que pasan por el origen) del espacio vectorial. En Geometria Algebraica vamos a definir de
modo equivalente a partir de A,, = Spec Clx1, ..., z,] el espacio proyectivo. Las tnicas subvariedades
V' que queremos considerar en A, son las variedades homogéneas, es decir, las que contengan para
todo punto cerrado p € V' las rectas que pasan por p y el origen. Asi, las subvariedades homogéneas
de dimensién menor serdan las rectas que pasan por el origen, que se corresponderan con los puntos
cerrados del espacio proyectivo que queremos asociarle a A,,.

Si p(x1,...,2,) € klz1,...,2,] es una funcién que se anula en la variedad homogénea V', escri-
bamos p(x1,...,2n) = ps(T1,...,2n) + -+ + pm(x1,...,2,) como suma de polinomios homogéneos.
Tendremos que

PAT1, . AT) = Mps(x1, . &)+ -+ A P21, .., 2) =0 en V VA

Por tanto, p;(x1,...,2,) = 0en V, para todo i. En conclusién, V = (I)p, donde I es un ideal generado
por polinomios homogéneos. Es ficil ver el reciproco, es decir, si V' = (I) donde I es un ideal generado
por polinomios homogéneos, entonces para todo punto cerrado p = (aq,...,a,) € V las rectas que

99
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pasan por p y el origen estan contenidas en V. En particular, las subvariedades homogéneas V' C A,,
minimales son las rectas que pasan por el origen.

Diremos que el espacio proyectivo P,,_1 = ProjClzy,...,x,] asociado a Clzy,...,z,] es el sub-
conjunto de A,, de los ideales primos de C[zq,...,x,] generados por polinomios homogéneos. Si
consideramos en P,,_; la topologia inducida por A,, tendremos que los puntos cerrados de P,,_; se
corresponden con las variedades homogéneas de A,, de dimensién mas pequena, que son justamente
las rectas de A,, que pasan por el origen.

En Geometria Proyectiva se demuestra que P,,_1 esté recubierto por los subconjuntos U = {rectas
de C* = {(x1,...,x,) | ©; € C} que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano x; = 0} y que
éstos se corresponden con los puntos del espacio afin A,,_1, del modo siguiente: El morfismo

Ap— {2 =0} = Ay, (@1, an) — (22,0, 22
&%) &7
tiene por fibras las rectas que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano z; = 0, es decir, induce
la igualdad

Ul = {rectas Aaz,...,on) | a; # 0} =———=An_1
AMag, ..., an) (G- as)
En Algebra Conmutativa, se prueba que Ul ={ & € ProjClzy,...,z,] que no yacen en (z;)o} se
identifica con ProjClxy, ..., Ty, v la composicién de los morfismos morfismo

Ualcl.b > An - (xz)O > Anfl

(01, ) ——= (22, 22)
Cle1, ..., xple, <—C[2, .., 2]
induce un homeomorfismo U;LZ_ = ProjClzy,...,zn]s, ~ Spec C[%, cel i—’:] Ademads se prueba que

Pp_1 =UU!.
K3

Procedamos con todo rigor y generalidad.

Definicién 4.2.1. Diremos que un anillo R = @ R, es un dlgebra graduada si los R; son subgrupos
neE”Z
de R con la suma y si para cada r; € R; y r; € R;, entonces r; - 7 € R

Definicién 4.2.2. Sea R = @ R, un algebra graduada. Diremos que un ideal I C R de un &algebra
nez

graduada es homogéneo si estd generado por elementos homogéneos, es decir, I = (i;)jes conij € R, .

Ejercicio 4.2.3. Probar que un ideal I C R es homogéneo si cumple que si f = fs+ foq1+---+fn €1
(fi elemento homogéneo de grado ¢) entonces f; € I para todo i.

Ejercicio 4.2.4. Probar que el conjunto de los elementos homogéneos de un ideal primo es un ideal
primo homogéneo. Probar que los ideales primos minimales de un anillo graduado son ideales primos
homogéneos.
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Llamaremos ideal irrelevante de R al ideal ( g R,).
n#0

Definicién 4.2.5. Llamaremos espectro proyectivo de R, y lo denotaremos Proj R, al conjunto de
ideales primos homogéneos que no contienen al ideal irrelevante.

Evidentemente Proj R C Spec R. Consideraremos Proj R como espacio topoldgico con la to-
pologia inicial heredada de la topologia de Zariski de Spec R. Si denotamos (f)f a los ideales
primos homogéneos que contienen a f € R y escribimos f = f, + fat1--- + fm, €s obvio que
(B = (fr,- s f)h = (f)EO N (fm)E. Por tanto, una base de abiertos de la topologfa de Proj R
son los abiertos

U}L ={z € Proj R, f ¢ p.}, (f homogéneo)

Si frm € Ry, es un elemento homogéneo, entonces Ry, es una algebra homogénea, diciendo que el

grado de Ji’:‘ € Ry, esn —mr, para cada g, € R,.

Definicién 4.2.6. Diremos que un morfismo de algebras ¢: R — R’ graduadas es un morfismo
graduado de grado m € N, si para cada f,, € R,, entonces ¢(f,) € R,

Si ¢: R — R’ es un morfismo graduado entonces el morfismo inducido ¢*: Spec R’ — Spec R,
aplica ideales primos homogéneos en ideales primos homogéneos. Si suponemos que la imagen del
ideal irrelevante por ¢ no estd contenido en méas ideal primo homogéneo que los que contengan al
irrelevante, tenemos definido un morfismo

¢*: Proj R’ — Proj R,z +— ¢*(x), donde pyu(z) = ¢ ' (px)

Ejemplo 4.2.7. Sea ¢: k[zg, z1,22] — klxo,z1,22], ¢(x;) = D Aijz;, de modo que |A;;| # 0. Se

J
cumple que ¢ es un isomorfismo graduado de grado 1, que induce un isomorfismo ¢*: Py — Ps.
Diremos que ¢ es un cambio de coordenadas homogéneo.

Proposicién 4.2.8. 1. Se cumple que R — Ry, es un morfismo de grado uno y
U} =ProjRy,

2. Si I es un ideal homogéneo de R entonces R/I es es un dlgebra graduada homogénea, de modo
que el morfismo R — R/I es un morfismo graduado de grado uno y

Proj R/I = (I)h

Demostracion. Sélo es observar que las igualdades equivalentes conocidas con los espectros restringe
a los espectros proyectivos. O

Dada un algebra graduada R denotaremos por Ry a la subdlgebra de R formada por los elementos
de grado cero de R.
Por sencillez supondremos a partir de ahora que R = Ry[p, . - ., &), donde cada &; es de grado 1.

Teorema 4.2.9. Se verifica

1. ProjR = ,QO(PYOJ' R—(&)8).
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2. (Proj R — (&)h) ~ Spec Ro[%, ce %}, donde ~ es un homeomorfismo.
Demostracion. 1. Proj R = ‘GOUEhi’ ya que ﬁo(@»)g = (£0,---, &) =0 (pues (&, ..., &) es el ideal
1= 1=
irrelevante).
2. Hemos sobreentendido que Ry[£0/&;, - . ., &n /&) es el subanillo obvio de Ry[&o, ..., &ule, = @ &
nez
Rol6o/&is- -, En/il-

La composicién de los dos morfismos naturales Proj Ro[o, - ..,&nle;, — Spec Ro[&o, ..., &nle, —
Spec Ro[€0 /&y -+, &n/&i]s p— (P N Rol&0/&s - -, En/&i]), va a ser el homeomorfismo buscado.

Es obvio que todo primo homogéneo p de Ry[&,...,&nle, estd determinado por sus elementos
homogéneos de grado cero, es decir, por pNRy[&o/&, - - -, &n/&i]- Es facil comprobar que dado un ideal
primo q C Ro[€o/&i, - - -, &n /] entonces q - Ro[&o, - - -, &nle, = BEN - q es un ideal primo homogéneo de
Ro[€o, - .-, &nle;- Con lo que obtenemos una biyeccién

Proj Ro[&o, - - -, &nle, == Spec Ro[&0 /&, - &n /&l

p —>me0[£0/517)€71/§1]

q- Roléo, -, &nle, q

A través de esta identificacion (fn)h = (fn/EM)b = (fn/EM)o en Spec Ro[€o /&, - - -, €n/&i]. Es decir,
= es un homeomorfismo.

O
Diremos que UgL es un abierto afin de Proj R.
Ejercicio 4.2.10. Consideremos C"*! — {0}/ ~, donde (ay, ..., an) ~ (af, ..., al) si (af, ..., af) =
(A g, ..., A+ ay). Demostrar que la aplicacién C*"*1 — {0}/ ~— Proj Clzo, . .., =n], (o, ..., an) —
(vizj — ajzy)i; es inyectiva de imagen los puntos cerrados de Proj Clzo, ..., z,] = P,(C).
Ejercicio 4.2.11. 1. Demostrar que el epimorfismo C[zg,z1,z2] — Clzo, 71, 22]/(23 + 23 + 23)

define una inmersién cerrada Proj Clzg, z1, 2]/ (23 + 27 + 23) — Py

2. En cada uno de los abiertos “afines” de la curva proyectiva compleja plana Proj C[zg, 1, 73]/ (23 +
22 + 23) complementario de los cerrados (x;)%, escribir las ecuaciones de la curva (“deshomoge-
neizar”).

3. Definir una curva proyectiva plana que en uno de los abiertos afines sea la curva plana “afin”
y+ 22 =0. ;Corta la recta z = 0, a la curva y + 22 = 0, en algiin punto del “infinito”?

Ejercicio 4.2.12. Demostrar que Ro[%,...,%} ~ Rolo,.-.,&n]/(& — 1) y que por tanto, Ughi ~

(& — 1)o. Probar que Ugh X (A; —{0}) = Ug,. Dar una interpretacién geométrica de estos resultados.
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4.3 Explosion en un punto y desingularizacion

Definicién 4.3.1. Sea A un anillo y p C A un ideal. Se llama dilatado de A en p, o anillo de Rees
de A en p, al anillo graduado

DPAZA@IJEBPQEB"'EBP”EB'“

El morfismo natural Proj D, A — Spec 4, q — qN A se denomina morfismo de explosién (o transfor-
macién cuadritica cuando p sea maximal), centrada en (p)o.

Proposicion 4.3.2. Sea m, C A un ideal mazximal. El morfismo de explosion de Spec A en x
7: Proj Dy, A — Spec A

verifica

1. 71 (Spec A — ) = Spec A — x.

2. 77 1(x) = ProjGm, A. “La fibra de = es igual al espacio tangente en x de Spec A”.
Demostracion. 1. Consideremos el morfismo A — A ®m, @ ---. Dado £ € m,, tenemos que

7 (Ue) = Proj(A&m, @+ )¢ = Proj(A¢ dm,e & -+ -)
= Proj(A¢ ® A¢ ® ---) = Proj A¢[t] = Spec A¢ = Ue

Ahora bien, como Spec A — x = ¢ U Ug obtenemos el punto 1.
€Emg

2. Por ser x € Spec A cerrado sabemos que
7 x) =Proj[(A@m, @---)/m(ADm, ©---)]
=Proj[(Aem, & )/(my dm2 G- )]
= Proj(A/m, ®m,/m2 @) = Proj Gy, A

O

Observaciones: Dado y € Spec A distinto de z;, 7~ !(y) se corresponde con el punto de Proj Dy, A
de ideal p, ® (p, Nmy) @ (py N m2) @ - -, pues éste es un ideal primo homogéneo cuya imagen por
es y.

Seam, = (£1,...,&n). Dn,A=A®m, ®...es una dlgebra graduada generada por sus elementos
de grado uno. Es decir, tenemos la igualdad A[&,...,gnj =Aom®..., & — (o,gi_,...). Dado
¢ € m,, hemos probado que Proj Dy, A — ()} = Spec A[%7 ce %] Se cumple que A[%}, ey 5?I‘] es

én

isomorfo, con el isomorfismo obvio, al anillo A[%, e ?], que es el subanillo obvio de Ag.

Ejercicio 4.3.3. Sea z € A,, el “origen”. Probar que el morfismo de explosién de A,, en x
m: Proj Dy, O, — A,
verifica

1.7 YA, —2) T A, —z.



64 Capitulo 4. Desingularizacién de curvas

2. 77 Yx) =P,_1. “La fibra de x es igual a la proyectivizacién del cono tangente en = de A,,, que
coincide con el conjunto de direcciones en x”.

Dada una subvariedad C' <> A,, se tiene un epimorfismo natural Dy, Oy, — Dn,Oc, luego el

cuadrado conmutativo y

C = Proj Dy, Oc¢ < Proj D, Oy, = A,

lm lr

c < A,
Probar que si C' es una recta, que pasa por el origen, entonces C' = C'y i'(m~1(x)) se identifica con
la direccién definida por C. Probar que si n = 2 y C es la curva nodal y? — 22 + 23 = 0, entonces
i'(m~1(x)) se identifica con las dos direcciones definidas por las tangentes de C' en x.

Teorema 4.3.4. Sea A un anillo semilocal (i.e., con un nidmero finito de puntos cerrados), noetheria-
no, integro, de dimension 1. Sea m, un ideal mazimal de modo que A/m, tenga infinitos elementos.
Se verifica

Proj Dy, A = Spec Ay

(anillo A1 que especificaremos).

Demostracion. Escribamos m, = (£1,...,&,). Consideremos el isomorfismo graduado

def =~ ~

A[€17"'7€1’L]

Dy A=Am, oma .-

&i &
Sabemos que dado £ € m,, Proj meA—(é)g = Ug = Spec A[él/é, e ,én/é] = Spec A[1 /&, ..., & /8]

Para demostrar el teorema, basta encontrar £ € m, tal que (5)6’ = (), es decir é no se anula en ningin
punto cerrado de Proj Dy, A. Por la proposicién anterior (y observaciones) buscamos ¢ € m, de modo
que

1. € no se anule en ningin punto cerrado de Proj Dy, A — 71 (z) = Spec A — x. Es decir, si
denotamos por y1,...,y, los puntos cerrados de Spec A distintos de z, buscamos § ¢ m, Nmy,
para todo i. “Geométricamente, buscamos un parametro que pase por x y no por los y;”.

2. € no se anule en ningtin punto cerrado de 7~ (2) = Proj Gy, A. Ahora bien, Gy, A es un anillo
que en el “origen” tiene la misma dimensién que A en x, que es 1. Por tanto, como los ideales
primos homogéneos de G, A estén incluidos estrictamente en el ideal de funciones que se anulan
en el “origen” (ideal irrelevante), son ideales minimales, luego un nimero finito. En conclusién,
siguiendo las notaciones de las observaciones anteriores, si denotamos p,, = 0@ Py, DPa,o B - -
los ideales primos homogéneos de Gy, A, buscamos ¢ € m, de modo que £ ¢ p,,, g m, /m2.

“Geométricamente, buscamos un pardmetro que pasa por z transversalmente”.

Sea &€ € m,/m2 C A/m?2 tal que € ¢ p,,, para todo i (existe porque la unién de los subespacios
propios p,,, no puede ser todo m,/m2, ya que A/m, tiene infinitos elementos). Consideremos ahora
el morfismo

¢: A— A/m2 x Afm,, x - x A/m,,, a— (a,a,...,a)
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que es epimorfismo, como se comprueba localmente. Si & € m, es tal que ¢(§) = (e,1,...,1), entonces
es el parametro buscado.
O

Observaciones: El anillo Ay = A[{1/€,...,&,/¢] del teorema no depende de la eleccion del
pardmetro &: Dado ¢’ tal que (£')8 = () en Proj Dy, A, entonces (¢//€)o = 0 en Spec A[¢1 /€, ..., & /€].
Luego £'/€ es invertible y A[&1 /&', ..., 6n/E'] C Al61/E, ... &n/Elerje = Al61/E, ... €n/E]. Por simetria
tenemos la inclusion A[€1 /€, ..., &./8] C A[&1/E, ..., & /€] inversa, con lo que concluimos la igualdad.

El ideal ml.Al = (51, v 7§7L) . A[fl/g, SR ,fn/f] = §A1

Definicion 4.3.5. El anillo A; del teorema anterior se llama anillo de la transformacién cuadrética.
o anillo de la explosién (en z).

Lema 4.3.6. Con las notaciones e hipétesis del teorema anterior, se verifica que A = A1 < el punto
cerrado x en el que estamos explotando es no singular.

Demostracion. =)m, = m,A;, el cual es principal.
<) Proj conmuta con localizaciones. En el complementario de z, A y A; son isomorfos. Locali-
cemos en z, m, = (§). Entonces Proj Dy, A = Ug = Spec A[¢/€] = Spec A, luego A = A.
O

Lema 4.3.7. Si O, es un anillo de valoracién que contiene a A entonces Ay C O,. Por tanto, el
morfismo A — Aj es finito.

Demostracién. Escribamos my = (€1,...,&,) ¥y Dm, A = Al&1,...,&,]. Tenemos que Proj Dy, A =
USpec A[€1/&i,...,&n/&]. Sea & € m, de modo que Proj Dy A = Spec A[61/€, ..., & /€], es decir,

Ay = A& /E, ..., & /€]. Observemos que

A1/, 6] TR Al 6, e Eilese, = AlELJE . En/Ele e
= Avg, e

Asf pues, si O, contiene a algin A[£1/&;, ..., &, /&] contiene a A;.

Sea &;/&; tal que v(&;/&;) sea méxima para todo ¢,j. Entonces v(&/§) > 0 para todo k: Si
0(&k/&) <0 = v(&/&k) >0 = v(§;/&) <v(§/&) +v(&/k) = v(&/& - &i/k) = v(&;/Ek), lo que es
contradictorio.

Por tanto, A[¢1/&,...,€,/&]) € O, vy A1 € O,. Como consecuencia, el morfismo A < A; es
entero y como A; = A[§1/€,...,&,/&] el morfismo es finito.

O

Teorema 4.3.8. Sea A un anillo semilocal, noetheriano, integro, de dimension 1. Si el cierre entero
de A en su cuerpo de fracciones es un A-mddulo finito, entonces dicho cierre entero se alcanza por
un numero finito de explosiones en puntos cerrados.

Demostracion. Sea x un punto singular de Spec A. Por el lema 4.3.6, sabemos que A estd incluido
estrictamente en A;. Por el lema 4.3.7 sabemos que _Al esté incluido en el cierre entero A de A en su
cuerpo de fracciones. Asi pues, tenemos A g A, C A

Procediendo del mismo modo con A, tendremos A % Aq ; Ay C A. Como A es un A-médulo

finito y A es noetheriano, este proceso es finito y terminard cuando A, = A.
O



66 Capitulo 4. Desingularizacién de curvas

Definicién 4.3.9. La fibra en el morfismo de explosién del punto por el que se explota se denomina
fibra excepcional. En las condiciones y notaciones del teorema anterior si consideramos la cadena
Spec A = Spec A,, — Spec A,_; — --- — Spec A; — Spec A
Tn Tn—1 !

a la cadena correspondiente de fibras excepcionales es un orden finito arbolado que se conoce como
arbol de explosién de A.

4.4 Multiplicidad de un punto singular

Definicién 4.4.1. Se llama multiplicidad de un anillo local noetheriano O, de dimensién r, al co-
eficiente de mayor grado de su polinomio de Samuel multiplicado por el factor r!. Lo denotaremos

my(Oy).

Ejemplo 4.4.2. Los anillos locales regulares son de multiplicidad 1: Si O es un anillo local regular
de ideal maximal m,, sabemos que Gy, O = O/my[x1,..., 2] vy el polinomio de Samuel es Sp(n) =
("t’::*l) = L™ 4 . Por tanto, my(0) = & -m! = 1.

Ejemplo 4.4.3. Sea X es una hipersuperficie de A,,, definida por un polinomio p(x1,..., %) =
pr(T1, .oy Zm) + - + ps(x1, ..., ) que escribimos como suma de polinomios homogéneos. Por la
proposicién anterior, la sucesién

0 = Gugkl[z1, o am] P72 Gkl 2m] — GmgOx — 0

es exacta. Por tanto, el polinomio de Samuel de X en el origen 0 es

m-+n-—1 m+n—1—r r m—1
soxom = (") = (") =

Luego la multiplicidad de X en el origen es igual r.
En el caso particular de que X sea una curva plana entonces

siendo 7 la multiplicidad de X en el origen.

Supongamos ahora que O, es un anillo local noetheriano de multiplicidad m,(O,). Sea f € O,
tal que f € ml —m *ly f. = f € m”/m’*! no sea un divisor de cero en G, O,. Se cumple que
my (O, /(f)) =7 my(O,): Consideremos la sucesién exacta

0= G, Or 7% Gin, O — G, (02/(£)) = 0
Por tanto, So_/5)(n) = So,(n) — So,(n —r) y un sencillo cilculo demuestra lo requerido.

Lema 4.4.4 (de estabilidad del ideal). Sean A, m,, A; como en el teorema 4.3.4, y A — A; el
morfismo de explosion. Para todo s >> 0 se verifica mj, = m - A;.

Demostracion. Sea my = (&1,...,&,) v € € m, tal que Ay = A[§1/€,...,&,/€]. Un sistema generador

X1, gan
de A; como A-médulo lo forman los elementos de la forma éjﬁii”an Como A; es un A-médulo

finito, para un s >> 0 tendremos que A; = . ps polinomios homogéneos de grado s}.
Observando que m, - A; = €Ay, tendremos que mj - A; = &°A; Cmj. O
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Observacion: Si A es el anillo local de una curva plana en un punto racional, puede tomarse s
igual a la multiplicidad de A menos uno (véase).

Notacién 4.4.5. A partir de ahora los anillos considerados serdn siempre k-algebras de tipo finito,
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Si A es una k-édlgebra de tipo finito sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y M es un A-mdédulo
de longitud finita, se verifica que {4 (M) = dimy, M porque toda cadena irrefinable de A-submddulos
de M tiene como factores A-médulos simples, que son isomorfos a A/m, siendo m un ideal maximal,
y A/m~ k.

Sea X = Spec B = {x1,...,x,} una variedad algebraica de dimensién cero. Diremos que dimy B
es el nimero de puntos de X contando multiplicidades. Observemos que B = B, X --- X B,y por

tanto dimy B = > dimy, B,,. Diremos que dimy, B,, es la multiplicidad con la que aparece z; en X.
i
Si denotamos (X) el numero de puntos, contando multiplicidades, de X y (X)., la multiplicidad con

la que aparece x; en X, tenemos que

i, €X
Teorema 4.4.6. Sean A, m, y A1 como en el teorema 4.3.4. El coeficiente de grado uno del polinomio
de Samuel de A, es decir, la multiplicidad de A en x es igual al nimero de puntos de la fibra excepcional
(contando multiplicidades). El coeficiente de grado cero del polinomio de Samuel de A es igual a
—la(A1/A).
Demostracion. Por el lema de estabilidad para n >> 0 se tiene la sucesién exacta

Tomando longitudes tenemos Sy4,(n) = la(A1/mPA1) — la(A1/A) = la(A1/mA1)n — 1a(A1/A),
porque myA; es principal. Por tanto, my(A) =14(A1/mzA1) y Sa,(0) = —l4(A1/A). O

Corolario 4.4.7. Sea A como en el teorema 4.5.4. Sea A su cierre entero en su cuerpo de fracciones.
Sea A — Ay — -+ — A, = A, la cadena de las sucesivas explosiones; digamos que A;11 es la explosion
de A; en y;. Se cumple

la(A/A) == > Sa,, (0

y; Edrb.expl.

Demostracion. 14(A/A) es el nimero de eslabones de las series de composicién de A-mdédulo que
comienzan en A y terminan en A. Si consideramos la sucesion A — A; — --- — A,, = A, tendremos

que [4(A/A) = 2la(Aiv1/A:).

Ahora ya,
IA(AJA) = dimg(A;1/A) =~ > Sa,, (0)
% y€Earb.expl.
donde la udltima igualdad es consecuencia de la proposicién anterior. O

Corolario 4.4.8. Si A es el anillo local de una curva plana, entonces

A=y MalmmD

yEedrb.expl.

donde denotamos por my la multiplicidad del punto y.
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Demostracion. Los anillos locales de los puntos del arbol de explosion de A son anillos locales de
curvas planas. Ahora ya, se concluye por el teorema y corolario anterior, y el calculo del ejemplo
anterior.

O

En conclusién, el nimero de puntos, contando multiplicidades, que aparece en la fibra de un punto
de una curva plana sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, en el morfismo de desingularizacién, es

1+ Z my (my—1)
—a -
y€arb.expl.

4.5 Multiplicidad de interseccién de una curva con una hiper-
superficie

Lema 4.5.1. Sea A < B un morfismo de anillos integros, tal que B/A es un A-mddulo de longitud
finita. Sia € A es tal que AJaA y B/aB son A-mddulos de longitud finita entonces la(A/aA) =
la(B/aB).

Demostracion. Empecemos observando que el morfismo B/A % aB/aA, b — ab, es un isomorfismo.
Por tanto, l4(aB/aA) =14(B/A). Si consideramos el cuadrado conmutativo

aA——= A

(

aB~—— B

tendremos que l4(aB/aA) + l4(B/aB) = l4(B/aA) = la(B/A) + la(A/aA), y por lo tanto que
la(AJaA) =14(B/aB).
O

Definicién 4.5.2. Si X es una curva de un espacio afin A,, y H = p(z1,...,Z,;) = 0 una hipersu-

perficie que no pasa por ninguna componente de X, entonces X N H es un numero finito de puntos.

Se llama multiplicidad de interseccién de X con H en un punto z de X al nimero (X N H),.
Llamaremos nimero de puntos de corte de C' con H, contando multiplicidades al ntimero (C'NH).

Teorema 4.5.3. Sea C' una curva y H una hipersuperficie de un espacio afin A, , sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado. La multiplicidad de interseccion de C y H en un punto x es el producto de
las multiplicidades de C' y H en x mds las multiplicidades de interseccion en los puntos de la fibra
excepcional de las explosiones de C' y H.

Demostracion. Consideremos el diagrama de las variedades explotadas en x

¢ A, i
0
C A, H

Supongamos que z es el “origen”. Sea { un pardmetro transversal a C' en z. Sabemos que Cc
Spec Oy, [21/&, ..., xn/E] = Ug CA,ysiH=p=p,+ - +p, =0 (con p; polinomios homogéneos de

grado 7) la ecuacién de H N Ug esp =p/&" =p(x1/&, ... xn/E)+ -+ & Tps(x1/, ... 20 /E) = 0.
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Si denotamos por O; al anillo de la explosién de O¢, en x, tenemos

(CNH), = 1(Oc/) = U0 /() = (O (E 7))
= UOE) +UOY) =, ma(H) (@)Y (€N,
y€Eciclo.exc.
=r—1(x)

O

Corolario 4.5.4. La multiplicidad de interseccion, de una curva con una hipersuperficie en un punto,
es mayor o igual que el producto de sus multiplicidades en dicho punto, siendo igual precisamente si
sus espacios tangentes no tienen parte comun en dicho punto. FEn este caso, se dice que se cortan
transversalmente y, en el otro, que son tangentes en el punto.

Demostracion. Sigamos las notaciones de la demostracion anterior. Consideramos los morfismos

T,C =ProjGn,Oce — T.A, — T.H
Il Il 1
Proj k[€1,..,&n] n=(z)=Projk[z1,...,zs] Projk[zy,....xn]/(pr)

Tenemos por la féormula final de la demostracién anterior que la multiplicidad de interseccién, de una
curva con una hipersuperficie en un punto es igual al producto de sus multiplicidades en dicho punto
si y solo si > (CnH), =0, que equivale a que T,,CNT,H es vacio. En caso contrario, la mul-

y€Eciclo.exc.
=r—1(x)

tiplicidad de interseccién, de una curva con una hipersuperficie en un punto, es mayor estrictamente
que el producto de sus multiplicidades en dicho punto.

O

Corolario 4.5.5. La multiplicidad de una curva en un punto es igual a la multiplicidad de interseccion
de la curva explotada con el ciclo excepcional. La multiplicidad de una curva en un punto es mayor
o igual que la suma de las multiplicidades de los puntos de la curva explotada que yacen en la fibra
excepcional, y es igual si y solo si el ciclo excepcional es transversal a la curva explotada en todos los
puntos de corte.

Demostracion. Sea A el anillo local de la curva en el punto dado, digamos x. Sea A; el anillo de
la explosion de la curva. Sea £ un pardmetro regular transversal a la curva en el punto. Tenemos
que A/(§) es el anillo de la interseccién de la curva con la hipersuperficie £ = 0, y su longitud es
justamente la multiplicidad de la curva. A;/(§) es el anillo de la interseccién de la curva explotada
con el ciclo excepcional. Ahora ya, como I(A/(§)) = 1(A1/(€)), concluimos.

O

4.6 Teoremas de Bézout y Max Noether

Si C es una curva proyectiva del espacio proyectivo P, (k) y H es una hipersuperficie que no pasa
por ninguna componente de C, entonces C' N H es un numero finito de puntos. Existe, por tanto,
un hiperplano H' que no pasa por esos puntos. Asi pues, C N H estd incluido en el espacio afin,
A, =P, — H'. Deshomogeneizando tenemos que C'N H = Spec A. Diremos que el nimero de puntos
de corte de C con H, que denotaremos (C'N H), es el ntimero dimy A. Nimero que no depende de la
elecciéon de H' y es estable por cambios de cuerpo base.
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Teorema 4.6.1 (de Bézout). El nimero de puntos de corte, contando multiplicidades, de dos curvas
proyectivas planas, sin componentes comunes, de grados r,v" esr-1’.

Demostracion. Podemos suponer que el cuerpo es algebraicamente cerrado. Podemos suponer que
el hiperplano del infinito zg = 0 no pasa por ninguno de los puntos de la interseccion de las curvas,
llamémoslas C, C".

Escribamos C' = Proj k[xo, 21, 2]/ (pr (20, 1, 22)), C' = Projk[zo, x1,x2]/(pr (20,21, 22)). Sea

) = Pr(®0,%1,22) Py (0, T1,22)

pr(®o,21,22) ooy _
p(z,y oy (@y) = B
ror.
Denotemos S = k[xg, x1,x2]/(pr, pr ). S/(x0) es una k-dlgebra finita, porque su espectro primo es
el ideal irrelevante ya que su espectro proyectivo es el vacio. Consideremos la sucesién exacta

. Tenemos que probar que dimy, k[z, y]/(p(z,y), ' (x,y)) =

0 — Kerzg- — S S — S/(xg) — 0

Para n >> 0, dimy, S,, es constante y [S/(zo)]n = 0, luego [Kerzg-], = 0. Ahora ya

Si  Sn
kla,yl/(p(z, ), p'(2,y)) = [Szolo = U— = — ~ Sy
L) o
y obtenemos que dimy, k[z, y]/(p(z,y),p'(z,y)) = dimy Sh,.
Denotemos A = k[xg, 1, x2]. La sucesién
0 A AEBA A k[$0,$1,1‘2}/(p7-,p7»/)4>0
4 ——(pr - ¢, —pr-q) §——>7

(¢,¢) ———pr-q+pr - ¢

es exacta. Si denotamos A[—n] por el anillo k[zg,x1, 23], pero donde decimos que un polinomio
homogéneo de grado m, p,,(xg,x1,x2) tiene grado m + n, entonces podemos escribir la anterior
sucesién exacta como la siguiente sucesién (la misma salvo la nueva convencién en los grados), de
modo que los morfismos aplican elementos de grado m en elementos de grado m:

0— A[—r —7r'] = A[-r] ® A[—r'] = A — klzo, x1,22]/(pr,pr) — 0

Grado a grado la sucesién es exacta. Por tanto,

din (K[z0, 21, 22]/ (b prr))m) = (m; 2) 4 (m vrore ) - (m v ) _ (m 2 ) S

param > 71+ 71’
O

Ahora vamos a demostrar el teorema de Max Noether, con el que se podran resolver multiples
problemas geométricos, como los teoremas de Pascal y Pappus.

Dado un ideal homogéneo (p,(zo, r1,22)) C k[zg, z1,72] y un punto x € Py — (x;)? denotaremos
[P (20, 1, 22)] 2 o (pn(z0/Tiy 21 /245, 2/ T;))2 C k[wo/Tiy 21 /245, X2/ %;]. Puede comprobarse que si

T € ]P’g—(xj)g, entonces k[To/x;, 1 /%, T2/ %ile = k[xo/xj, 21/, 22/ Tjle ¥ (Pn(@0/Ti, 21/ %0, X2 /Ti))2 =
(Pn(@o/xj, x1/25, 22/T5))s-
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Teorema 4.6.2 (Max Noether). Sean p; € k[xg, x1,x2] polinomios homogéneos (i =1,2,3). Con-
sideremos las curvas proyectivas planas C; = p; = 0. Supongamos que Cq,Cso no tienen componentes
comunes. Existe una ecuacion

p3=a-p1+b-po

con a,b polinomios homogéneos de grados gra = grps — grp1,grb = grps — grps, st y solo si para
todo x € Cy N Cy se verifica que [ps]s C [p1]e + [p2]e-

Demostracion. Es obvio que si p3 = a - p1 + b - py entonces [p3l. C [p1]s + [p2]z- Veamos con el
reciproco.

Por cambio homogéneo de coordenadas, podemos suponer que xg = 0 no pasa por ningiin punto
de C1 N Cy, es decir, p1(0,21,x2) es primo con py(0, z1, 22). Sabemos que

Pp3 P1 D2
ms — 0~ 10—
Lo Lo Lo

Tenemos homogeneizando que zj - p3 = a’p1 + V'p2. Sea r minimo en las igualdades de esta forma.
Sir > 0, entonces 0 = a’(0,z1, 22)p1(0,21,x2) + (0,21, 22)p2(0, 21, x2). Por tanto, a’(0,z1,x2) =
h-pa(0,21,22) y b'(0,21,22) = —h - p1(0,21,22). Luego a” =a’ —h-po, b’ = b+ h - p; son divisibles
por g y - p3 = a”’p1 + b”py. Dividiendo en esta igualdad por xg llegamos a contradiccién, porque
r—1<r.

En conclusién,

p3=a-p1+b-ps

En cuanto a los grados de a y b es facil demostrar que se puede suponer que cumplen lo requerido.
O

Proposicion 4.6.3. Sean C; curvas proyectivas planas definidas por polinomios homogéneos p; €
klxg,z1,22] (i = 1,2,3). Supongamos que Cy,Cy no tienen componentes comunes. Supongamos el
cuerpo base k es algebraicamente cerrado. Cs verifica las condiciones de Noether en un punto cerrado
x € Cy NCy, es decir, [ps)z C [p1]e + [p2]e st

1) C1 y Cy son simples en x, se cortan transversalmente en x y x € Cs.

2) El punto © es un punto simple de C1 y (C1 N C3) > (C1 N Cy)y (es decir, la multiplicidad de
interseccion de C3 con C7 en x es mayor o igual que la multiplicidad de interseccion de Cy con Cy
en x).

3) C1 y Cy poseen tangentes distintas y my(Cs) > mz(C1) + my(C2) — 1.

Demostracion. Como la proposicién es local, podemos suponer que las curvas C; son curvas planas
afines de ecuaciones p;(x,y) = 0.

1) Por las hipétesis (k[x,y]/(p1,p2)). = k. Por tanto, si denotamos m, el ideal maximal de las
funciones que se anulan en z, tenemos que m; = (p1, pa2)z, luego (p3). C (P1,P2)z-

2) Si z es un punto simple de C1, entonces m, = () en (k[z,y]/(p1(x,y))).. Ademads, (pi(z,y)) =
(t(©N)=). Por tanto, (ps(z,y)) € (p2(x,y)), luego (ps)x C (p1,p2)a- X

3) Vamos a usar del lema de estabilidad para curvas planas, que dice si O¢, , — Oc, o €s el

‘s my(C1)—-1 _ _mg(C1)-1 A

morfismo de explosion en el punto x entonces my =m, -Ocy »
Por otra parte, si £ es un pardametro transversal a C; en x, por el que explotamos, tenemos que

pa(z,y) - @Cl,r =p(x/&y/€) - gma(Ca) @Cl,z = ¢ma(C2) . Oc¢, .» porque Cq y Cs no tienen tangentes

comunes en . Por tanto, pa(z,y) - Oc, » = myte(©2) Oc, -
Con todo,
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p3(z,y) € mg’bz(cs) C mglx(cl)-i-mm(cfz)—l — m;nm(CZ) _m;n:r,(cl)_l

== (C2) e (CO-1 O = py(a,y) - w1 O,

(C1)-1

= pa(z,y) - my'= C p2(z,9)0c, 2

por lo que (p3), C (p1,p2)e € klx,y].

4.7 Ramas analiticas
Sea O un anillo noetheriano integro local de dimensién 1, de modo que el cierre entero en su cuerpo
de fracciones sea un O-médulo finito. Denotemos m, su ideal maximal.

Definicion 4.7.1. Se llaman ramas analiticas de O en z a los ideales primos minimales del completado
O de O para la topologia m,-adica.

Teorema 4.7.2. Sea O el cierre entero de O en su cuerpo de fracciones Xi. Denotemos por yi, ..., Ys
los puntos cerrados de Spec O. Se verifica que

@@0(5:‘

2

Do

(lim (O, /m,))

n

1

Por tanto, existe una correspondencia biunivoca entre el espectro minimal de 0 =0 9] y el
espectro mazimal de O.

Demostracion. Se tiene que

O = lmO/m} = lim (& (O/m}),,) = & (lm (O, /m0,,))
— — =1 =1
= & (1m (0, /m;,))

n

donde la ultima igualdad se debe a que para s >> 0 mj C m;O,,.
Ahora bien, O, es un anillo local regular de dimensién 1, luego lim (O,, /m?’ ) también. Por tanto,

n
este ultimo, tiene un sélo ideal primo maximal y un sélo ideal primo minimal. Hemos concluido.
O

__ Considerese la sucesién exacta 0 — O — O — C — 0. Completando se obtiene 0 — O — 0 —
C — 0. Se verifica que C = C ya que C es un O-médulo finito de soporte x. En particular, si p, es un

ideal primo minimo de (5, entonces CAy =0, luego @y = @y.

Teorema 4.7.3. Hay una correspondencia biunivoca entre las ramas analiticas y valoraciones de %
que dominan a O, esto es, entre el espectro minimal de O y el maximal de O.

Demostracion. Sip, es un ideal primo minimal de (5, la fibra de y por el morfismo Spec O — Spec O es
el espectro de O, /p, 0, = @y /py@y por el comentario anterior. Luego, la fibra de y es un sélo punto
que habra de ser minimal. Por tanto, el espectro minimal de O estd en correspondencia biunivoca

con el espectro minimal de O. Por el teorema anterior, se sigue que hay una correspondencia entre el
espectro minimal de O y el maximal de O. O
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Ejemplo 4.7.4. Sea C una curva plana p(z,y) = 0 y = el origen. Se tiene que O¢, = k[z,y]/(p) v
Oc,a = k[[z,y]]/(p)-

Se sabe que k[[z, y]] es un anillo de factorizacién tinica (como todo anillo local regular). Por tanto,
p descompone en prAOducto de series irreducibles p = fi - - - f;., diferentes entre si porque O no tiene
nilpotentes porque O, que es producto de anillos regulares, no los tiene.

Asi pues, las ramas analiticas pueden ser interpretadas como las series en las que p factoriza.

4.7.1 Poligono de Newton

Consideremos la curva plana p(z,y) = >_ a;;2'y?, ago = 0 que pasa por el origen. Las ecuaciones de
las distintas ramas de la curva son de la forma z = t", y = t™ - (ag + 1), ag # 0 n,m > 0. Quiero
calcular n,m con la ayuda del poligono de Newton.

Tendremos que 0 = p(t",t™(ag + £)) = 3 a;;t"*+™I - (ag + £)7. Sea (i1,71), con a;,j, # 0 tal que
ni1 +mji; = r sea minimo. Si la ecuacién anterior se cumple entonces

E aijaé =0

ni+mj=r

Por tanto, la recta nx + my = r pasa por dos o mas puntos (ix, ji), con a;,j, # 0y para los demas
puntos (4, j), con a;; # 0, ni +myj > 7.

Es decir, si dibujamos en el plano los puntos (4, j), con a;; # 0, la recta nx +my = r (n,m > 0)
pasa por dos o mas de estos puntos y los demds quedan por encima de esta recta. El conjunto de las
rectas con estas propiedades se denomina poligono de Newton de p(x,y) = 0.

Reciprocamente, sea nx + my = r (o ncx + mc = rc, con ¢ > 0), n,m > 0 una recta del poligono.
Sea ag # 0 una solucién de la ecuacién an‘+mj=r a;ja) = 0. La curva

q(t,z) =t - p(t", t™(ap + 2))

se anula en el origen y tendremos que t = u°, z = @ = s(u) € k[[u]], luego x = v e y = v (ap+s(u)).
Observemos que hemos dado un procedimiento recursivo para calcular las ramas.

4.8 Puntos cuspidales y contacto maximal

Definicién 4.8.1. Un punto de una curva se llama cuspidal si el cierre entero O del anillo local O
de la curva en el punto es un anillo local.

Teorema 4.8.2. Sea C' una curva plana sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y x € C un punto
cuspidal. Eziste un nidmero natural ¢, > 0, llamado contacto mazimal con la curva C' en la cispide
x, con las siguientes propiedades:

1. La multiplicidad de interseccion en x de la curva con otra curva regqular en x, no excede al
contacto mazimal, i.e., (CNC"), < ;.

2. La igualdad se verifica si y sdlo si (CNC"), no es maltiplo de la multiplicidad r de la curva en
x.

Demostracion. Como el anillo de la explosion O; es local, y la multiplicidad de O en x es la multi-
plicidad de interseccién de la fibra excepcional con 07, tenemos que la multiplicidad de O es mayor
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estrictamente que la de O si y sélo si la fibra excepcional es tangente a la explosién de la curva (en
Asi pues, si O,, es el primer anillo de la cadena de dilataciones, cuya multiplicidad r’ es menor
estrictamente que la de O, se tienen dos posibilidades:

1. Para algin i < n, las explosiones i-esimas C; y C! de C'y C' no se cortan. En este caso,
(CNC") =1-r,slendo [ el primero de tales indices.

2. En otro caso, (CNC"), =n-r+(C,NC}),. Ahora bien, C,, es tangente a la fibra excepcional,
pues la multiplicidad ha descendido. Por otra parte, C), no puede ser tangente a la fibra
excepcional, pues C/,_; es regular (porque C’ es regular) y la multiplicidad no puede descender
al explotar. En conclusién, C,, y C} son transversales y (CNC"), =n-r+1'.

Por tltimo, sea C’ aquella curva que al explotar n-veces es una curva C), regular en el punto
considerado y corta transversalmente a C,, (existe).

Tenemos que C’ es regular en x: la explosién de C,_;, C!, es transversal a la fibra excepcional,
pues lo es a Cy, luego CJ _; es regular. Por otra parte, C/, para i < n — 1 es tangente a C;, luego
transversales a las fibras excepcionales correspondientes. Por tanto, C/ es regular.

Ademéds (CNC")y =n-r+71.

Con todo, n - r + 7’ es el contacto maximal y verifica las propiedades exigidas. O

Sea O el anillo local de una curva en un punto cuspidal de multiplicidad m. Supongamos que el
cuerpo base es algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

Como O es local entonces O = k[[t]], siendo t un pardmetro de O. Si f € m —m? es transversal
entonces m = [(O/(f)) = L(O/(f)) = L(O/(f)). Por tanto, f = X -t™, siendo A una serie formal
invertible. Por las hipétesis hechas sobre el cuerpo A tiene raiz n-ésima p en O = kJ[[t]]. Si definimos

t = -t se verifica que O = k[[t]] y f = t". Asf pues, todo elemento de O (y por tanto de O) admite

un desarrollo en serie formal en £ = {/f conocido como desarrollo de Puiseux de dicho elemento.

En particular, si O = k[Z1,...,T,], donde 21 = 0 es transversal a Spec O, cada T; admite un
desarrollo de Puiseux Z; = " a;({/Z1)?, con a; € k.
j=0

4.8.1 Desingularizacién de curvas planas via el contacto maximal

Para demostrar que las curvas desingularizan mediante un nimero finito de explosiones, el argumento
principal ha sido la finitud del cierre entero. En este apartado vamos a demostrar, dada una curva
plana, la existencia de curvas de “contacto maximal”. Es decir, dada una curva y un punto de ella,
existe una curva regular, que pasa por el punto, con multiplicidad de corte con la curva dada, en el
punto dado, maxima. Esta curva, verificard que pasa por el punto y los puntos de las sucesivas fibras
excepcionales siempre que no bajen de multiplicidad. Como la multiplicidad de corte de dos curvas es
finita (siempre que no tengan componentes comunes) obtendremos que la multiplicidad de una curva
en un punto habréd de bajar después de un numero finito de explosiones. Asi podremos demostrar la
desingularizacién de las curvas planas por un numero finito de explosiones.

La razén fundamental de la introduccion de este apartado es que las técnicas e ideas aqui desarro-
lladas para la desingularizacion de curvas planas seran basicamente las que utilizaremos maés tarde
para la desingularizacion de superficies.

En este apartado supondremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.
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Lema 4.8.3. Sea p(x,y) = 0 una curva de multiplicidad m en un punto p y sea D: k[x,y] — k[x,y]
una derivacién. Entonces la curva Dp(z,y) = 0 tiene multiplicidad mayor o igual que m — 1.

Demostracion. Denotemos C = p(x,y) = 0, my(C) = m siy sdlo si p(z,y) € m* — mzlﬂ. Por tanto,

p(xuy) = Zle o 'fima con fij € my. Ast pues, Dp(xvy) = qu o szj o 'fim € mgb_l‘ Con lo que
concluimos. O

Observacion 4.8.4. El lema sigue siendo cierto para operadores diferenciales de orden 1, es decir, para
D = h+ Dgy, D(p) = h-p+ Dop (con h € klz,y] y Dy derivacién).

Lema 4.8.5. Con las notaciones anteriores, existe una derivacion D, tal que Dp(z,y) = 0 tiene
multiplicidad m — 1 en p.

Demostracion. Podemos suponer que p es el origen de coordenadas, es decir, m, = (z,y). Escribamos
p(z,y) como suma de polinomios homogéneos

m
P(2,y) = Pm (2, Y) + Dmr (@,9) + -+ pu(@,y)  pm(z,y) =D A2 y™ "
r=0

Como m > 1, en la expresién de p,,(z,y), parece o y. Supongamos que aparece y, es decir, A, # 0
para algun r # m. Entonces

a m
—p(x,y) = Z(m —7)A2"y™ " +monomios de grado mayor o
ay r=0
igual que m
Como Y (m —r)\.2"y™ "1 # 0, concluimos que Dp(x,y) = 0 tiene multiplicidad m — 1. O

r=0

Denotemos A = k[z,y]. Sabemos que la explosién de Ay = Spec A en el origen, estd recubierto

por los abiertos afines Spec A[{, ¥], con t = z,y. Denotemos A= AlZ, 4]
Lema 4.8.6 (fundam§nt§l). Sea D: A — A un operador diferencial de orden 1. Eriste un operador
diferencial de orden 1 D: A — A tal que para todo P € A (de multiplicidad m en el origen) se verifica

DP _ P
=D

1 =~ D)
“La transformada propia de la derivada es la derivada de la transformada propia”.

Demostracion. Todo operador diferencial de orden 1 es la suma de una homotecia y una derivacién.
Basta demostrar el lema para cuando D sea una homotecia y para cuando sea una derivacion.

1. Sea D = h una homotecia, i.e., DP = h-P. Tomando D = t-h se cumple la igualdad requerida.

2. Sea D una derivaciéon. Tenemos que

= (D)) + (mDA) () = Do

)

donde D = m-Dt+tD. Observemos que D es un operador diferencial de orden 1 porque m - Dt
es una homotecia y tD es una derivacién de A; que deja estable a A, pues D(7) = Dz — $Dty

D(%) = Dy — ¥Dt.

tm—l
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O

Observacion 4.8.7. La férmula del lema fundamental demuestra, directamente, para curvas planas,
que la multiplicidad no aumenta después de una explosién: Si C' es de multiplicidad 1 en p, entonces
la curva explotada es isomorfa a C'y no hay nada que decir. Si C = P = 0 es de multiplicidad m > 1,
podemos suponer que DP es de multiplicidad m — 1, luego por induccién sobre la multiplicidad,
podemos suponer que DP/t™~! es de multiplicidad menor o igual que m — 1 (en los puntos de la fibra
excepcional). Por tanto, D(P/t™) es de multiplicidad menor o igual que m — 1 (en los puntos de la
fibra excepcional). Por los lemas anteriores, P/t™ es de multiplicidad menor o igual que m (en los
puntos de la fibra excepcional).

Definicién 4.8.8. Sea p € C' 'y C;. — .7. — C una sucesién de transformaciones cuadraticas. Los
puntos de 7~ 1(p) se les llamard “puntos de la curva C infinitamente préximos” a p.

Teorema 4.8.9 (de existencia de curvas de contacto maximal). Sea p un punto de multiplicidad
m de una curva plana C. Existe una curva plana C' regular en p que pasa (sus transformadas propias)
por todos los puntos de C infinitesimalmente préoximos a p de multiplicidad m.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre la multiplicidad m de C = P =0 en p.

Si m =1 la propia C' es una curva de contacto maximal.

Supongamos que m > 1. Consideremos un operador diferencial D de orden 1 tal que DP = 0
tenga multiplicidad m — 1 en p. Por el lema fundamental todo punto de C infinitamente préximo a p
de multiplicidad m es un punto de C' = DP = 0 infinitamente préximo a p de multiplicidad m — 1:
Sigamos las notaciones del lema fundamental. La explosiéon de C' = P = 0 en p tiene de ecuaciones
P/t™ = 0, la explosién de C = DP = 0 en p tiene de ecuaciones DP/t™~' = D(P/t™) = 0. Por
tanto, si un punto de la explosion de C' = P = 0 en p tiene multiplicidad m, éste serd un punto de
la explosién de C = DP = 0 en p de multiplicidad mayor o igual m — 1. Como la multiplicidad no
aumenta después de una explosion, tendremos que si un punto de la explosiéon de C = P = 0 en p
tiene multiplicidad m, éste serd un punto de la explosién de C' = DP = 0 en p de multiplicidad m — 1.
Argumentando del mismo modo con las curvas explotadas P/t™ = 0y DP/t™~' = D(P/t™) = 0
concluimos.

Por hipétesis de induccidn, existe una curva C’ regular en p que pasa (sus transformadas propias)
por todos los puntos infinitamente préximos a p € C = DP = 0 de multiplicidad m — 1. Por tanto,
C’ pasa (sus transformadas propias) por todos los puntos de C' infinitesimalmente préximos a p de
multiplicidad m.

O

En caso de una rama analitica sabemos, por la subseccién anterior, que la curva del teorema es la
curva de maxima multiplicidad de interseccién.

Corolario 4.8.10. Toda curva plana reducida desingulariza mediante un niumero finito de transfor-
maciones cuadrdticas.

Demostracion. Escribamos la ecuacién de la curva 0 = py - - - p, (con p; irreducibles y p; # p; cuando
1 # j, pues la curva es reducida). Explotando hasta separar las componentes, podemos suponer que
la curva viene definida por los ceros de un polinomio P = 0 irreducible.

Consideremos una curva P’ = 0, regular en p, que pase por todos los puntos infinitesimalmente
préximos a P = 0, de multiplicidad m. Como la multiplicidad de intersecciéon de éstas dos curvas es
finita, por 4.5.3, tenemos que después de un numero finito de explosiones la multiplicidad de C' ha de
bajar estrictamente. Facilmente concluimos.

O
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4.9 Problemas

1.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Probar que los anillos de valoracién del cuerpo de fracciones de Clz,y]/(z% + y? — 1), que
contienen a C, se corresponden con los puntos de la circunferencia en el plano proyectivo.

. Probar que las C-algebras C[z,y]/(z* + y* — 1), C[z] no son isomorfas aunque sf son birracio-

nalmente isomorfas.
Calcular el cierre entero de Z[v/5].

Desingularizar la curva y? — 27 = 0. ;Es esta curva birracional a la recta afin?

. Calcular los anillos de valoracién del cuerpo de fracciones de C[x, y]/(y? — 2 +2?), que contengan

a C.
Calcular la multiplicidad de interseccién de y? — 23 4+ y* = 0 con yx + 2% + y> = 0 en el origen.

Definir una curva plana que pase por el origen cuyo arbol de explosién en el origen sea
/ 1
3 \ / 1
2 \
1
y

Probar que el morfismo kfz, y]/(y* — 2% + %) — [k[z, £]/((£)? — 14 x)]z_1 no es un morfismo
finito. '

x

Sean X e Y dos k-variedades algebraicas y x € X e y € Y dos puntos racionales. Probar que

M) (X Xk Y) = mg(X) - my(Y)

Probar que las ctibicas proyectivas y2 — 2% —1 = 0y y? — 2% —2 = 0 se cortan en un tinico punto
con multiplicidad 9.

6

Parametrizar la curva 2 — 22y3 — y® = 0. Calcular sus soluciones racionales.

Probar el Teorema de Pascal: Si un hexdgono estd inscrito en una cénica irreducible, entonces
los lados opuestos se cortan en puntos alineados.

Probar el Teorema de Pappus: Sean Ry, Ry dos rectas; p1,p2,p3 € R1 Y q1,G2,93 € Ry (ninguno
de ellos se encuentran sobre Ry N Ry). Sea R;; la recta que une p; y ¢;. Probar que los puntos
pi; = Rij N Rj; (i < j) estan alineados.

Ley de grupo en las cibicas. Sea C una cubica plana no singular. Fijemos un punto py € C.
Dados dos puntos p, ¢ € C, la recta que pasa estos dos puntos, corta a C en un tercer punto r.
Definamos ¢: CxC — C, (p,q) — 7. Probar que la aplicaciéon CxC — C, (p, q) — ¢(po, &(p,q))
dota a C' de estructura de grupo abeliano.

Sean C3, C4 dos ctibicas planas que se cortan en 9 puntos distintos, de manera que 6 de ellos
3 3 1% q 1% 3 q
estan sobre una cénica. Probar que los tres restantes estan alineados.
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.
28.
29.

30.

31.

. Demostrar que las tangentes a una ctibica irreducible plana en 3 puntos alineados cortan a la
cubica en otros 3 puntos alineados.

Demostrar que si un tridangulo estd inscrito en una coénica irreducible, entonces los puntos de
corte de cada lado del tridangulo con la tangente a la cénica en el vértice opuesto, estan alineados.

Probar que una recta que pase por dos puntos de inflexién de una cibica plana irreducible pasa
por un tercer punto de inflexion.

Probar que si una cibica pasa por ocho de los nueve puntos distintos de corte de otras dos
ctibicas, entonces también pasa por el noveno.

Sea C5 una cubica plana y z € C3 un punto de inflexiéon. Probar que los puntos y € C3 para
los que existe una cénica que que cumpla my(Cs N Cy) = my(C3 N Cs) = 3, son las terceras
intersecciones de las rectas que unen los puntos de inflexién con .

Teorema de Cayley-Bacharay: Sea C),4,,—3 una curva plana de n+m — 3 que pasa por n-m — 1
de los puntos de interseccién de dos curvas de grados n y m. Probar que C,4,,—3 pasa por el
punto restante.

Si una curva Cpqy,—~y de grado n 4+ m — v (v > 3), pasa por n - m — w de los n-m
puntos distintos en los que se cortan dos curvas de grados n y m, entonces pasa también por los
restantes puntos siempre que dichos puntos no estén en una curva de grado v — 3.

Si una cénica es tangente a una cibica en tres puntos distintos, entonces los puntos de intersec-
cién restantes de la cibica con las rectas que unen estos tres puntos estan alineados.

Las tangentes en seis puntos de interseccién distintos de una ciibica con una cénica cortan a la
ctibica de nuevo en seis puntos de una cénica.

(a) Sea C'la cibica plana y? = x? +23. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
Al - C,z=1t?>—-1,y=1t3—t. Calcular el drea del “ojo del lazo” definido por la curva
y? = 22 + 28,
b) Sea C la cibica plana y? = 3.
p Y
A —=C,z=1 y=1.

El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional

Probar que si una cénica tiene un punto singular entonces no es irreducible.
Probar que si una cibica plana tiene dos puntos singulares entonces no es irreducible.
Probar que si una cudrtica plana tiene cuatro puntos singulares entonces no es irreducible.

Probar que (0,0), (2,0), (0,2) son puntos singulares de la cudrtica plana xy(z +y — 2) — (22 +
y? — 22 — 2y)? = 0 ;Existen mds puntos singulares? Parametrizar esta cudrtica (mediante un
haz de cénicas).

Justificar por qué las circunferencias z? + y?> — 1 = 0, 22 + y?> — 2 = 0 han de ser tangentes en
algun punto del infinito, sin hacer el cdlculo explicito de sus tangentes en los puntos del infinito.

Calcular la multiplicidad de interseccién de las ciibicas proyectivas planas y? — 2> = 0 con

y?> — 23 — 1 = 0, en todos los puntos de interseccién. Poner un ejemplo de dos ciibicas planas

afines irreducibles, cuyos puntos de corte estén alineados.
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32. Sea s(z,y) € k[[z,y]] tal que s(0,0) =0y s(x,y) ¢ (x). Probar que

(a) k[[z]] — k[[=,¥])/(s(x,y)), t(x) — t(z) es un morfismo finito.

(b) Supongamos que s(z,y) es irreducible. El cierre entero de k[[z,y]]/(s(x,y)) = A en su
cuerpo de fracciones es un A-médulo finito, que como anillo es isomorfo a un anillo de
series formales en una variable.

33. Denotemos por C((x)) el cuerpo de fracciones de C[[z]]. Probar que C(( ¥/z)) := lim C(( {/x))

n
es un cuerpo algebraicamente cerrado.
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