
Álgebra Local

Pedro Sancho de Salas

2001



2
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4.7 Ramas anaĺıticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3
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Caṕıtulo 1

Completación

1.1 Introducción

Vamos a iniciar el estudio local, en un entorno de un punto, de las variedades algebraicas. Es decir,
del estudio del anillo local de los gérmenes de las funciones algebraicas de una variedad en un punto.

En las siguientes secciones abordamos la completación de un anillo en un punto. Esta técnica
consiste en tomar los desarrollos de Taylor de las funciones en el punto. Aśı, el proceso de comple-
tación puede entenderse como una aproximación algebraico-anaĺıtica al estudio de las variedades. El
completado del anillo de funciones algebraicas de una variedad en un punto reflejará las propiedades
locales de la variedad en el punto. Si bien el proceso de completación es más drástico que el de
localización. Por ejemplo, los anillos locales de una recta af́ın y los de una cúbica plana sin puntos
singulares no son isomorfos pues no lo son sus cuerpos de funciones, sin embargo, los completados de
sus anillos locales si son isomorfos (sobre un cuerpo algebraicamente cerrado).

Demostraremos, mediante Artin-Rees, que el morfismo de completación A → Â es plano. La
estructura de Â es más sencilla que la de A. Aśı, gracias a la platitud del morfismo de completación,
muchos problemas se pueden simplificar estudiándolos en Â.

Nuestros objetivos serán demostrar las propiedades de exactitud de la completación, que la com-
pletación de un anillo noetheriano es noetheriano, que el morfismo de completación es plano y el
teorema de Cohen. El teorema de Cohen es un teorema de estructura de los anillos completos. Afir-
ma que, en general, la completación de un anillo local noetheriano es un cociente de un anillo de series
formales, como sucede con los anillos de funciones de las variedades algebraicas.

1.2 Anillos noetherianos. Variedades algebraicas. Repaso

En Geometŕıa Algebraica los espacios estudiados son objetos definidos por un número finito de ecua-
ciones (la finitud es una condición natural). Es decir, los ideales que se consideran son los generados
por un número finito de funciones. Los anillos cuyos ideales son finito generados se denominan noet-
herianos. Como veremos los anillos que usualmente aparecen en Geometŕıa Algebraica y la Aritmética
son noetherianos, de forma que estos anillos proporcionan el marco natural para desarrollar su estudio.

Será natural comenzar estudiando los módulos finito generados, cuyos submódulos sean finito
generados, en vez de limitarnos simplemente a los anillos cuyos ideales son finito generados. Las
operaciones básicas como producto tensorial, cocientes etc., se realizan de un modo mucho más flexible
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6 Caṕıtulo 1. Completación

y claro con los módulos, y muchos de los objetos usuales en Matemáticas tienen estructura de módulo.

Definición 1.2.1. 1 Un A-módulo M se dice que es un A-módulo noetheriano si todo submódulo
suyo (propio o no) es finito generado.

Definición 1.2.2. 2 Un A-módulo M se dice que es noetheriano si toda cadena ascendente de
submódulos de M

M1 ⊆ M2 ⊆ · · ·Mn ⊆ · · ·
estabiliza, es decir existe m >> 0 de modo que Mm = Mm+1 = · · · .
Proposición 1.2.3. Las dos definiciones anteriores son equivalentes.

Demostración. def1 ⇒ def2: Sea una cadena ascendente de submódulos de M , M1 ⊆ M2 ⊆ · · · ⊆
Mn ⊆ · · · .

Sea M ′ =
∞∪

i=1
Mi ⊆ M . Como M ′ es un submódulo de M , es finito generado. Escribamos

M ′ = 〈m1, . . . , mr〉, con mj ∈ Mij . Sea m el máximo de todos los ij . Entonces trivialmente se
obtiene que M ′ = Mm, luego Mm = Mm+1 = · · · .

def2 ⇒ def1: Sea M ′ ⊆ M . Sea m1 ∈ M ′ y consideremos el submódulo de M , M1 = 〈m1〉. Si
M1 6= M ′, sea m2 ∈ M ′ − M1. Consideremos el submódulo de M , M2 = 〈m1,m2〉. Repitiendo el
proceso, obtenemos una cadena de inclusiones estrictas

〈m1〉 ⊂ 〈m1,m2〉 ⊂ · · ·
que ha de ser finita, porque por la segunda definición toda cadena estabiliza. Por tanto, existe un
m ∈ N tal que 〈m1, . . . , mm〉 = M ′.

Ejemplo 1.2.4. Los k-espacios vectoriales de dimensión finita son k-módulos noetherianos.

Proposición 1.2.5. Todo submódulo de un módulo noetheriano es noetheriano.

Proposición 1.2.6. Todo cociente de un módulo noetheriano es noetheriano.

Demostración. Sea M noetheriano y π : M → M/N un cociente. Dado un submódulo M̄ ⊂ M/N ,
tenemos que π−1M̄ = 〈m1, . . . ,mr〉. Por tanto, M̄ = 〈π(m1), . . . , π(mr)〉.
Proposición 1.2.7. Sea

0 → M1 → M2
π→ M3 → 0

una sucesión exacta de A-módulos. Se verifica que M2 es noetheriano ⇔ M1 y M3 son noetherianos.

Demostración. ⇒) Esto es lo que afirman las dos proposiciones anteriores.
⇐) Sea M ′ ⊆ M2. El diagrama siguiente es conmutativo y las filas son exactas:

0 −−−−→ M ′ ∩M1 −−−−→ M ′ −−−−→ π(M ′) −−−−→ 0

∩ ∩ ∩
0 −−−−→ M1 −−−−→ M2 −−−−→

π
M3 −−−−→ 0

Tenemos que M ′ ∩ M1 = 〈m1, . . . , mr〉 y que π(M ′) = 〈π(n1), . . . , π(ns)〉. Por tanto, tenemos la
igualdad M ′ = 〈m1, . . . , mr, n1, . . . , ns〉.
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Ejercicio 1.2.8. Probar que M y M ′ son noetherianos si y sólo si M ⊕M ′ es noetheriano.

Definición 1.2.9. Se dice que un anillo es noetheriano si como A-módulo es noetheriano, es decir si
todo ideal es finito generado, o equivalentemente, si toda cadena ascendente de ideales estabiliza.

Ejemplo 1.2.10. Los cuerpos, los anillos de ideales principales, como Z, k[x], son noetherianos.

Un ejemplo de anillo no noetheriano, es el anillo de funciones diferenciales en la recta real:
Sea In el ideal de las funciones que se anulan en (− 1

n , 1
n ), n ∈ N. Tenemos que I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂

In ⊂ · · · es una cadena ascendente estricta de ideales en el anillo, luego no estabiliza. Por tanto, el
anillo no es noetheriano.

Corolario 1.2.11. Si A es noetheriano entonces todo A-módulo finito generado es noetheriano.

Demostración. Si A es noetheriano An es un A-módulo noetheriano, por el ejercicio que sigue a
la proposición 1.2.7. Ahora bien, como todo módulo finito generado es cociente de un libre finito
generado, concluimos que los módulos finitos son noetherianos.

Por tanto, sobre los dominios de ideales principales todo módulo finito generado es noetheriano.

Ejercicio 1.2.12. Si A es noetheriano AS es noetheriano

Ejercicio 1.2.13. Demostrar que Q[x, x1, . . . , xn, . . . ]/((x − n)xn){n∈N} es localmente noetheriano
pero no es noetheriano.

Proposición 1.2.14. Si A es un anillo noetheriano, entonces Spec A es un espacio topológico noet-
heriano. (Un espacio topológico se dice que es noetheriano si toda cadena descendente de cerrados
estabiliza).

Demostración. Sea C1 ⊇ C2 ⊇ · · · ⊇ Cn ⊇ · · · una cadena descendente de cerrados. Sean Ii los
ideales de funciones que se anulan en Ci. Luego (Ii)0 = Ci y tenemos la cadena

I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · ·
Cadena que estabiliza por ser A noetheriano. Es decir, existe m ∈ N de modo que Im = Im+1 = · · · .
Luego, Cm = Cm+1 = · · · .

Ejercicio 1.2.15. Demostrar

1. Todo espacio topológico noetheriano es compacto.

2. Todo abierto de un espacio topológico noetheriano es noetheriano.

3. Llamemos cerrado irreducible a todo cerrado que no es unión de dos cerrados propios. Todo
espacio topológico noetheriano es unión de un número finito de cerrados irreducibles.

Ejercicio 1.2.16. Probar que en un anillo noetheriano el número de ideales primos minimales es
finito.

Definición 1.2.17. Un morfismo de anillos f : A → B se dice que es finito si B es un A-módulo
finito, con la estructura natural de A-módulo que define f en B (a · b =

def
f(a) · b). En este caso,

también se dice que B es una A-álgebra finita.
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Ejemplo 1.2.18. R ↪→ C es un morfismo finito.

Proposición 1.2.19. La composición de morfismos finitos es finito.

Demostración. Sean A
finito−→ B

finito−→ C. Es decir, B = Ab1 + · · ·+ Abn y C = Bc1 + · · ·+ Bcm. Luego,

C = (Ab1 + · · ·+ Abn)c1 + · · ·+ (Ab1 + · · ·+ Abn)cm =
n,m∑

i=1,j=1

Abicj

En conclusión, A → C es un morfismo finito.

Proposición 1.2.20. Sea A → B un morfismo finito y A → C un morfismo de anillos. Se verifica
que C = A⊗A C → B ⊗A C es un morfismo finito.

Corolario 1.2.21. Si A → B es un morfismo finito entonces AS → BS y A/I → B/I · B son
morfismos finitos

Definición 1.2.22. Sea A → B un morfismo de anillos. Se dice que b ∈ B es entero sobre A si
verifica una relación del tipo

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0, con ai ∈ A

Proposición 1.2.23. Sean f : A → B un morfismo de anillos y b ∈ B. Denotemos A[b] = {p(b) ∈ B,
para p(x) ∈ A[x]}. El morfismo A → A[b] es finito ⇔ b es entero sobre A.

Demostración. ⇒) Sea b1, . . . , bn un sistema generador del A-módulo A[b]. Consideremos el endo-
morfismo de A-módulos

A[b] ·b−→ A[b]
c 7−→ c · b

Sea (aij) una matriz asociada ·b en el sistema generador b1, . . . , bn. Sea pc(x) = |(aij − x · Id| =
xn +a1x

n−1 + · · ·+an, con ai ∈ A. Se verifica que pc(·b) = 0, luego pc(b) = pc(·b)(1) = 0 y b es entero
sobre A.

⇐) Sea p(x) = xn +a1x
n−1 + · · ·+an, con ai ∈ A, tal que p(b) = 0. El epimorfismo A[x]/(p(x)) →

A[b], ¯q(x) 7→ q(b) está bien definido. Por tanto, sólo tenemos que demostrar que A[x]/(p(x)) es un
A-módulo finito generado.

Veamos que 1̄, x̄, . . . , x̄n−1 es un sistema generador de A[x]/(p(x)) (de hecho, es una base):

x̄n = −(a1x̄
n−1 + . . . + an) ∈ 〈1̄, x̄, . . ., x̄n−1〉

x̄n+1 = −(a1x̄
n + . . . + anx̄) ∈ 〈x̄, x̄, . . ., x̄n〉 ⊆ 〈1̄, x̄, . . ., x̄n−1〉

...

Observación: Para la demostración de ⇒) sólo es necesario suponer que A[b] está incluido en
una A-álgebra finita.

Definición 1.2.24. Dada una extensión de cuerpos k → K y α ∈ K, decimos que α es algebraico
sobre k, si es entero sobre k, que equivale a decir que α es ráız de un polinomio con coeficientes en k.
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Ejemplo 1.2.25. Si α es una ráız n-ésima de la unidad, entonces Q ↪→ Q(α) es un morfismo finito.

Ejemplo 1.2.26. El morfismo Spec k[x, y]/(y2 − x2 + x3) → Spec k[x] definido por (α, β) 7→ α es un
morfismo finito.

Proposición 1.2.27. Sea f : A → B un morfismo de anillos. El conjunto de elementos de B enteros
sobre A forman una A-subálgebra de B.

Demostración. Sean b1, b2 ∈ B enteros sobre A. Tenemos que A → A[b1] es un morfismo finito, y
A[b1] → A[b1, b2] es un morfismo finito porque si b2 verifica una relación entera con coeficientes en A,
en particular la verifica con coeficientes en A[b1]. Por tanto, por la proposición 1.2.19 A → A[b1, b2]
es un morfismo finito. Luego, por la observación anterior, todo elemento p(b1, b2) ∈ A[b1, b2] ∈ B, con
p(x, y) ∈ A[x, y], es entero sobre A. Hemos concluido.

Lema 1.2.28. Sea k un cuerpo. Las k-álgebras finitas ı́ntegras son cuerpos.

Demostración. Sea A una k-álgebras finita ı́ntegra. Dado a ∈ A no nula, la homotecia A
·a→ A, b 7→ b·a

es inyectivo por la integridad de A. Por tanto, por dimensiones, es isomorfismo. Luego a es invertible
y A es cuerpo.

Lema 1.2.29. Sea k un cuerpo. El espectro de una k-álgebra finita es un número finito de puntos
cerrados.

Demostración. Las k-álgebras finitas son anillos noetherianos luego tienen un número finito de ideales
primos minimales. Si hacemos cociente por un ideal primo minimal obtenemos una k-álgebra finita
ı́ntegra, luego es un cuerpo por el lema anterior. Por tanto, los ideales primos minimales son maximales
y hemos concluido.

Corolario 1.2.30. Sea A una k-álgebra finita y {x1, . . . , xn} = Spec A. Se cumple que el morfismo
natural

A → Ax1 × · · · ×Axn

es un isomorfismo. Luego toda k-álgebra finita es un producto de un número finito de k-álgebras
finitas locales.

Demostración. Para probar que un morfismo es isomorfismo basta verlo localmente. (Ax1 × · · · ×
Axn)xi = Axi porque (Axj )xi = 0 si i 6= j y (Axi)xi = Axi . Se concluye inmediatamente.

Lema 1.2.31. Si f : A ↪→ B es un morfismo finito e inyectivo, entonces el morfismo inducido
f∗ : Spec B → Spec A es epiyectivo.

Demostración. Dado x ∈ Spec A, el morfismo Ax → Bx es finito e inyectivo. Por Nakayama, pxBx 6=
Bx, luego Spec Bx/pxBx 6= ∅. Es decir, la fibra de x es no vaćıa, luego f∗ es epiyectivo.

Definición 1.2.32. Llamaremos dimensión de Krull de un anillo A al supremo de las longitudes de
las cadena de ideales primos de A, o equivalentemente al supremo de las longitudes de las cadenas de
cerrados irreducibles de Spec A. Denotaremos a la dimensión (de Krull) de A por dim A.

Ejercicio 1.2.33. Demostrar que la dimensión de Krull de C[x, y] es dos.
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Teorema 1.2.34. Si f : A → B es un morfismo finito entonces el morfismo inducido f∗ : Spec B →
Spec A es una aplicación cerrada de fibras de dimensión cero y finitas.

Demostración. Sea C = (J)0 un cerrado de SpecB. Debemos demostrar que f∗(C) es un cerrado de
Spec A. Consideremos los diagramas

A
f−−−−→ B Spec A

f∗←−−−− Spec B
y

y
x

x

A/J ∩A −−−−→ B/J (J ∩A)0 = Spec A/J ∩A
f∗|C←−−−− Spec B/J = C

Basta ver que f∗|C es epiyectiva. Ahora bien, como A/J ∩A ↪→ B/J es un morfismo finito inyectivo,
por el lema anterior concluimos que f∗|C es epiyectiva.

La fibra de un punto x ∈ Spec A es f∗−1(x) = Spec Bx/pxBx. Observemos que si f∗−1(x) 6= ∅
entonces Bx/pxBx es una Ax/px-álgebra finita. Concluimos por el lema 1.2.29

Ejercicio 1.2.35. Probar que la inclusión natural k[x] ↪→ k[x, y]/(xy − 1) no es un morfismo finito.

Teorema 1.2.36 (del ascenso). Sea f : A → B un morfismo finito. Sean px ⊂ px′ ⊂ A y py ⊂ B
ideales primos, de modo que f−1(py) = px. Existe un ideal primo py′ ⊂ B, de modo que py ⊂ py′ y
f−1(py′) = px′ .

Demostración. Por el teorema anterior f∗ : Spec B → Spec A es una aplicación cerrada. Por tanto,
f∗(ȳ) = x̄. Luego como x′ ∈ x̄, existe un y′ ∈ ȳ tal que f∗(y′) = x′. Es decir, py ⊂ py′ y
f−1(py′) = px′ .

Corolario 1.2.37. Si f : A ↪→ B es un morfismo finito de modo que f∗ : Spec B → Spec A es
epiyectivo (por ejemplo, si f es inyectivo) entonces dim A = dim B.

Demostración. Dada una cadena estricta de cerrados irreducibles ȳ1 ⊂ ȳ2 ⊂ · · · ⊂ ȳn de Spec B,
f∗(y1) ⊂ f∗(y2) ⊂ · · · ⊂ f∗(yn) es una cadena de cerrados irreducibles estricta de Spec A, pues las
fibras son de dimensión cero (1.2.34). Por tanto, dimB ≤ dim A.

Sea ahora una cadena estricta de cerrados irreducibles x̄1 ⊂ x̄2 ⊂ · · · ⊂ x̄n de Spec A. Sea yn ∈
Spec B, tal que f∗(yn) = xn. Por el teorema del ascenso, existe yn−1 ∈ ȳn tal que f∗(yn−1) = xn−1.
Aśı sucesivamente, obtendremos una cadena estricta de cerrados irreducibles ȳ1 ⊂ ȳ2 ⊂ · · · ⊂ ȳn de
Spec B (de imagen por f∗, la cadena de Spec A). Por tanto, dim A ≤ dim B, luego dim A = dimB.

Proposición 1.2.38. Sea G un grupo finito de automorfismos de un anillo B. Se verifica que

Spec BG = (Spec B)/G

donde BG = {b ∈ B : g(b) = b, para todo b ∈ B} y (SpecB)/G es el espacio topológico cociente
de Spec B por la relación de equivalencia x ∼ x′, si existe un g ∈ G tal que x′ = gx (es decir,
px′ = g(px)).

En consecuencia, el morfismo natural π : Spec B → Spec BG es abierto, y el morfismo BG ↪→ B
cumple el teorema del descenso de ideales: dados dos ideales primos py′ ⊆ py ⊆ BG, y un ideal primo
px ⊆ B tal que px ∩BG = py, entonces existe un ideal primo px′ ⊆ px tal que px′ ∩BG = py′ .
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Demostración. Empecemos observando que dada f ∈ B, el polinomio
∏

g∈G

(x− g(f)) es un polinomio

mónico con coeficientes en BG. Por tanto, BG ↪→ BG[f ] es un morfismo finito. Por tanto, BG ↪→ B
es un morfismo entero, luego epiyectivo y cerrado en espectros.

Sólo nos falta ver que las fibras del morfismo SpecB → Spec BG son órbitas por la acción de G.
G actúa transitivamente sobre las fibras del morfismo Spec B → Spec BG: Obviamente, dado un

ideal primo px ⊂ B, g(px) corta a BG en el mismo ideal primo que px. Es decir, G actúa en las fibras.
Sea px es un ideal primo de B distinto de g(px′) =

Not
pg(x′) para todo g ∈ G. Supongamos que x, x′

tienen la misma imagen por el morfismo Spec B → Spec BG, digamos y. Sabemos que px no está
incluido en ninguno de los g(px′), luego existe una f ∈ B que se anula en x y no se anula en ninguno
de los g(x′). Entonces N(f) =

def

∏
g∈G

g(f) ∈ BG se anula en x y no se anula en ninguno de los g(x′).

Llegamos a contradicción, porque por un lado N(f) ha de anularse en y y por el otro no.
Vayamos con la consecuencia. Sea U ⊆ Spec B un abierto. Se cumple que V = ∪

g∈G
g(U) es

un abierto y que π−1(π(U)) = V , luego π(U) es un abierto. Por último, sea x′′ ∈ Spec B tal que
π(x′′) = y′. Hemos dicho más arriba que π es un morfismo cerrado, por tanto, π(x̄′′) = ȳ′. Luego
existe x1 ∈ x̄′′, tal que π(x1) = y. Como las fibras de π son órbitas, tenemos que x = gx1, para cierto
g ∈ G. Ahora es fácil ver que π(gx′′) = y′ y x = gx1 ∈ gx′′, i.e., pgx′′ es el ideal px′ buscado.

Teorema 1.2.39 (Descenso. Cohen-Seidenberg). Sea A un anillo ı́ntegramente cerrado en su
cuerpo de fracciones Σ. Sea Σ ↪→ Σ′ una extensión finita de cuerpos y A′ el cierre entero de A en Σ′.
El morfismo Spec A′ → Spec A es abierto y A ↪→ A′ cumple el teorema del descenso de los ideales.

Demostración. Sea Σ′′ la envolvente normal de Σ′, sobre Σ. Sea A′′ el cierre entero de A en Σ′′.
Observemos los morfismos

A ↪→ A′ ↪→ A′′, Spec A ← Spec A′ ← Spec A′′

Los morfismos inyectivos enteros, como los finitos, son epiyectivos en espectros. Por tanto, si Spec A′′ →
Spec A es abierto entonces Spec A′ → Spec A es abierto. Igualmente, si A ↪→ A′′ cumple el teorema
del descenso de ideales, entonces A ↪→ A′ también.

En conclusión, podemos suponer que Σ ↪→ Σ′ es una extensión normal, digamos de grupo de
Galois G. Sea Ā el cierre entero de A en Σ′G. Es fácil ver que Ā = A′G. Por la proposición anterior,
se cumple Cohen-Seidenberg para el morfismo Ā = A′G ↪→ A′. Para concluir, basta demostrar
Cohen-Seidenberg para

A
� � //
� _

²²

Ā� _

²²
Σ �
�

// Σ′G

Σ′G es puramente inseparable, sobre Σ, luego para todo b ∈ Σ′G, existe un n ∈ N de modo que bpn ∈ Σ
(donde 0 < p = car Σ). Por tanto, para todo b ∈ Ā, existe un n ∈ N de modo que bpn ∈ A (pues bpn
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es entero sobre A). Se concluye, pues ha de verificarse que Spec A = Spec Ā, con las asignaciones

Spec A Spec Ā

p Â // p′ = {b ∈ Ā : bpn ∈ p}

p′ ∩A p′Âoo

Definición 1.2.40. Sea A una k-álgebra. Diremos que las funciones ξ1, . . . , ξn ∈ A son algebraicamente
independientes sobre k cuando el morfismo de k-álgebras k[x1, . . . , xn] → A, p(x1, . . . , xn) 7→ p(ξ1, . . . , ξn)
sea inyectivo; es decir, cuando cualquier relación algebraica

∑
i1...in

ai1...inξi1
1 . . . ξin

n = 0, con coefi-
cientes en k, tenga todos sus coeficientes nulos.

Lema 1.2.41 (de normalización de Noether). Sea A = k[ξ1, . . . , ξn] una k-álgebra de tipo finito.
Supongamos que k tiene un número infinito de elementos1. Existe un morfismo finito inyectivo

k[x1, . . . , xr] ↪→ A

“Toda variedad algebraica af́ın se proyecta de modo finito en un espacio af́ın”.

Demostración. Vamos a hacerlo por inducción sobre n. Para n = 0, no hay nada que decir (k = k).
Supongamos que el teorema es cierto hasta n− 1.

Sea r el número máximo de {ξi} algebraicamente independientes entre śı. Si r = n, entonces
k[ξ1, . . . , ξn] = k[x1, . . . , xn]. Podemos suponer entonces que ξn es algebraico sobre k[ξ1, . . . , ξn−1].
Luego existe un p(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn], donde la variable xn aparece, de modo que p(ξ1, . . . , ξn) =
0.

Escribamos p(x1,. . ., xn) = ps(x1,. . ., xn) + ps−1(x1,. . ., xn) + . . .+ p0(x1,. . ., xn) como suma de
polinomios pi(x1, . . . , xn) homogéneos de grado i. Sean xi = x′i + λixn, entonces

p(x′1 + λ1xn, . . ., x′n−1 + λn−1xn, xn) = ps(λ1, . . ., λn−1, 1)xs
n+

polinomio en x′1, . . ., x
′
n−1, xn de grado en xn menor que s

Aśı pues, si eligimos λ1, . . . , λn−1 ∈ k de modo que ps(λ1, . . . , λn−1, 1) 6= 0, tendremos que ξn es
entero sobre k[ξ′1, . . . , ξ

′
n−1], , con ξ′i = ξi − λiξn. Por tanto, la composición

k[x1,. . ., xr]
finito
↪→

Hip.ind.
k[ξ′1, . . . , ξ

′
n−1]

finito
↪→ k[ξ′1,. . ., ξ

′
n−1, ξn]=k[ξ1,. . ., ξn−1, ξn]

es el morfismo finito buscado.

Definición 1.2.42. Sea A una k-álgebra, diremos que x ∈ Spec A es un punto racional si A/px = k.

Proposición 1.2.43. Sea A = k[x1, . . . , xn]/I e I = (p1(x1, . . . , xn), . . . , pm(x1, . . . , xn)). Se cumple
que los puntos racionales de Spec A se corresponden biyectivamente con las soluciones del sistema de
ecuaciones

p1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , pm(x1, . . . , xn) = 0

1Esta hipótesis no es necesaria, sólo la imponemos porque la demostración del lema es algo más sencilla.
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Demostración. Sea x ∈ Spec k[x1, . . . , xn]. Si k[x1, . . . , xn]/px = k, entonces x̄i = αi ∈ k. Por tanto,
xi − αi ∈ px y se cumple que px = (x1 − α1, . . . , xn − αn). Además, se cumple la inclusión I =
(p1(x1, . . . , xn), . . . , pm(x1, . . . , xn)) ⊆ px si y sólo si p1(α1, . . . , αn) = 0, . . . , pm(α1, . . . , αn) = 0. En
conclusión, como los puntos racionales de A, se corresponden con los puntos racionales de k[x1, . . . , xn]
que contienen a I, los puntos racionales de A se corresponden biyectivamente con las soluciones del
sistema de ecuaciones

p1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , pm(x1, . . . , xn) = 0

Teorema 1.2.44 (de los ceros de Hilbert). Sea k[ξ1, . . . , ξn] una k-álgebra de tipo finito y m
un ideal maximal. Entonces k[ξ1, . . . , ξn]/m es una extensión finita de k. En particular, si k es
algebraicamente cerrado k = k[ξ1, . . . , ξn]/m. “Todo punto cerrado de una variedad algebraica af́ın
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado es racional”.

Demostración. Obviamente k[ξ1, . . . , ξn]/m es una k-álgebra de tipo finito sobre k. Por el lema de
normalización de Noether, existe un morfismo finito

k[x1, . . . , xr] ↪→ k[ξ1, . . . , ξn]/m

Por tanto, el término de la izquierda de la flecha ha de tener dimensión cero, luego r = 0 y concluimos.

Ejercicio 1.2.45. Calcular los ideales maximales de C[x1, . . . , xn] y los de C[x1, x2, x3]/(x2
1 + x2

2 +
x2

3 − 1).

Ejercicio 1.2.46. Sean X = Spec A y Y = Spec B dos variedades algebraicas sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado k. Definamos X ×k Y =

def
Spec A⊗k B. Probar que los puntos cerrados de la

variedad algebraica X ×k Y son el producto cartesiano de los puntos cerrados de X pos los de Y .

Proposición 1.2.47. Sea f∗ : X = Spec B → Y = SpecA un morfismo entre variedades algebraicas
afines. La imagen por f∗ de un punto cerrado es un punto cerrado.

Demostración. Dado un punto cerrado x ∈ X y f∗(x) = y, tenemos que py = f−1px, luego el morfismo
A/py ↪→ B/px es inyectivo. Por el teorema de los ceros de Hilbert, B/px es una extensión finita de k,
por tanto A/py también, luego es un cuerpo. Es decir, f∗(x) = y es un punto cerrado.

Corolario 1.2.48. Sea U ⊂ X un abierto de una variedad algebraica af́ın. Los puntos cerrados de
U se corresponden con los puntos cerrados de X que yacen en U .

Demostración. Sea x ∈ U un punto cerrado, sea Ua = Spec Aa ⊂ X = Spec A un abierto básico
conteniendo a x, tal que Ua ⊆ U . Obviamente x es un punto cerrado de Ua. Aa = A[ 1a ] es una
k-álgebra de tipo finito, luego Ua = Spec Aa es una variedad algebraica. Por la proposición anterior
aplicada a la inclusión Ua ⊂ X, tenemos que x es un punto cerrado de X. Hemos concluido.

Corolario 1.2.49 (forma fuerte de los ceros de Hilbert). Sea k[ξ1,. . ., ξn] una k-álgebra de tipo
finito y f ∈ k[ξ1, . . . , ξn]. Si f se anula en todo ideal maximal entonces es nilpotente. En particular,
si una función se anula en todos los puntos racionales de una variedad algebraica af́ın ı́ntegra, sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces es nula.
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Demostración. Por el corolario anterior, el conjunto de los ideales maximales de k[ξ1, . . . , ξn]f , se
corresponde biyectivamente con el conjunto de los ideales maximales de k[ξ1, . . . , ξn] que no contienen
a f . Como este último conjunto es vaćıo, tenemos que k[ξ1, . . . , ξn]f = 0, es decir, f es nilpotente.

Definición 1.2.50. Diremos que X = Spec A es ı́ntegra si A es un anillo ı́ntegro.

Corolario 1.2.51. Las subvariedades algebraicas ı́ntegras están determinadas por sus puntos cerrados.

Demostración. Sea X = Spec A una variedad algebraica y Y ⊆ X una subvariedad algebraica ı́ntegra.
Sea p el ideal primo de las funciones que se anulan en Y . Basta ver

p = ∩
x̄=x

p⊆mx

mx

Obviamente el primer término de la igualdad está incluido en el segundo. Haciendo cociente por p,
tenemos 0 ⊆ ∩

x̄=x
mx en A/p. Por el corolario anterior ∩

x̄=x
mx son los nilpotentes. Ahora bien A/p es

ı́ntegra, luego 0 = ∩
x̄=x

mx. Hemos concluido.

1.3 Ĺımites inductivos y proyectivos

Sea I un conjunto ordenado, diremos que es filtrante creciente si para cada par i, j ∈ I existe algún
k ∈ I que cumple que k ≥ i y k ≥ j.

Definición 1.3.1. Sea I un conjunto filtrante creciente. Un conjunto de objetos {Mi}i∈I de una
categoŕıa C, junto con morfismos fij : Mi → Mj , para cada i ≤ j, diremos que es un sistema inductivo
de objetos de C si satisface las siguientes condiciones

1. fii = Id, para todo i.

2. fjkfij = fik siempre que i ≤ j ≤ k.

Sin tanto formalismo, un sistema inductivo de objetos {Mi}i∈I es un “ŕıo de flechas”

Mi
// Ml

// Mr
// Mt

// · · ·

Mk

77
p

p

p

p

p

p

Mq

77
p

p

p

p

p

p

Mp

88
p

p

p

p

p

p

Definición 1.3.2. Sea {Mi}i∈I un sistema inductivo de objetos. Diremos que M (si existe) es el ĺımite
inductivo de este sistema inductivo, y lo denotaremos lim

→
i

Mi, si se cumple una igualdad funtorial para

todo objeto N

HomC( lim
→
i

Mi, N) = {(fi) ∈
∏

i

HomC(Mi, N) | fi = fjfij para todo i ≤ j}
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Si lim
→
i

Mi existe, entonces el morfismo Id ∈ HomC( lim
→
i

Mi, lim
→
i

Mi) define morfismos φi : Mi →

lim
→
i

Mi, de modo que

1. φi = φjfij

2. Dados {(fi) ∈ ⊕
i

HomC(Mi, N) | fi = fjfij para todo i ≤ j}, entonces existe un único morfismo

f : lim
→
i

Mi → N , de modo que fi = fφi.

Se tiene también el rećıproco, si existe un objeto M , y morfismos φi : Mi → M , verificando estas
dos condiciones, entonces M = lim

→
i

Mi.

Intuitivamente lim
→
i

Mi es “la desembocadura del ŕıo de flechas, la cota superior mı́nima”

Mi

fij //

ÀÀ

Mj //

²²

. . . // lim→
i

Mi

xxp
p

p

p

p

p

p

p

Mi′

fi′j 99
t

t

t

t

t

t

''
N

Teorema 1.3.3. En la categoŕıa de conjuntos los ĺımites inductivos existen, expĺıcitamente

lim
→
i

Mi = {
∐

i

Mi/ ∼ : mi ∼ mj si existe un k de modo que fik(mi) = fjk(mj)}

y φj : Mj → lim
→
i

Mi, φj(mj) = m̄j.

Demostración. Denotemos M =
∐
i

Mi/ ∼ Dados {(fi) ∈
∏
i

Hom(Mi, N) | fi = fjfij para todo i ≤
j}, entonces la aplicación f : M → N , f(m̄i) = fi(mi) está bien definida y cumple que fi = fφi.

Rećıprocamente, dado f : M → N , las aplicaciones fi = fφi cumplen que fi = fjfij para todo i ≤
j.

Estas asignaciones son inversas entre śı, luego hemos concluido.

Teorema 1.3.4. En la categoŕıa de A-módulos los ĺımites inductivos existen, expĺıcitamente

lim
→
i

Mi = {
∐

i

Mi/ ∼ : mi ∼ mj si existe un k de modo que fik(mi) = fjk(mj)}

y φj : Mj → lim
→
i

Mi, φj(mj) = m̄j.

Demostración. Reṕıtase la demostración anterior y pruébese que los conjuntos definidos son A-
módulos y los morfismos morfismos de A-módulos.

Definición 1.3.5. Un morfismo f entre dos sistemas inductivo de módulos {Mi, fij} y {Ni, gij},
con el mismo conjunto ordenado de ı́ndices, es una familia de morfismos fi : Mi → Ni tales que
fjfij = gijfi, cuando i ≤ j.
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Todo morfismo f entre dos sistemas inductivos induce morfismos Mi → lim
→
i

Ni, que induce un

morfismo f : lim
→
i

Mi → lim
→
i

Ni, que expĺıcitamente (en la categoŕıa de conjuntos) está definido por

f(m̄i) = fi(mi).

Definición 1.3.6. Diremos que una sucesión de morfismos de sistemas inductivos de módulos {M ′
i} →

{Mi} → {M ′′
i } es exacta si lo es la sucesión M ′

i → Mi → M ′′
i para todo i.

Proposición 1.3.7. La toma de ĺımites inductivos es exacta. Es decir, si 0 → {M ′
i}

fi→ {Mi} gi→
{M ′′

i } → 0 son sucesiones exactas de sistemas inductivos de A-módulos, entonces la sucesión de
A-módulos

0 → lim
→
i

M ′
i

f→ lim
→
i

Mi
g→ lim

→
i

M ′′
i → 0

es exacta

Demostración. 1. f es inyectiva: si 0 = f(m̄′
i) = fi(m′

i) entonces existe un k, tal que fik(fi(m′
i)) =

0. Por tanto, fi(f ′ik(m′
i)) = 0 y f ′ik(m′

i) = 0, porque fi es inyectiva. Luego m̄′
i = 0.

2. Obviamente g es epiyectiva: Dado m̄′′
i ∈ lim

→
i

M ′′
i , entonces existe mi tal que gi(mi) = m′′

i y

g(m̄i) = m̄′′
i .

3. (gf)(m̄′
i) = g(fi(m′

i)) = gi(fi(m′
i)) = 0.

4. Si g(m̄i) = 0 entonces gi(mi) = 0. Por tanto, existe un k, de modo que 0 = f ′ik(gi(mi)) =
gk(fik(mi)). Luego fik(mi) = fk(m′

k), por tanto, m̄i = fk(m′
k) = f(m̄′

k).

Pasemos ahora a la definición del ĺımite proyectivo, que es el concepto dual de ĺımite inductivo.
Sea I un conjunto ordenado, diremos que es filtrante decreciente si para cada par i, j ∈ I existe

algún k ∈ I que cumple que k ≤ i y k ≤ j.

Definición 1.3.8. Sea I un conjunto filtrante decreciente. Un conjunto de objetos {Mi}i∈I de una
categoŕıa C, junto con morfismos fij : Mi → Mj , para cada i ≤ j, diremos que es un sistema proyectivo
de objetos de C si satisface las siguientes condiciones

1. fii = Id, para todo i.

2. fjkfij = fik siempre que i ≤ j ≤ k.

Sin tanto formalismo, un sistema proyectivo de objetos {Mi}i∈I es un “ŕıo de flechas”

· · · // Mr
//

''O

O

O

O

O

O

Ml
// Mk

//

''N

N

N

N

N

N

Mi

Mm

''O

O

O

O

O

O

Mj

Mn
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Definición 1.3.9. Sea {Mi}i∈I un sistema proyectivo de objetos. Diremos que el objeto lim
←
i

Mi (si

existe) es el ĺımite proyectivo de este sistema proyectivo, si se cumple una igualdad funtorial

HomC(N, lim
←
i

Mi) = {(fi) ∈
∏

i

HomC(N,Mi) | fj = fijfi para todo i ≤ j}

Si lim
←
i

Mi existe, entonces el morfismo Id ∈ HomC( lim
←
i

Mi, lim
←
i

Mi) define morfismos φi : lim
←
i

Mi →

Mi, de modo que

1. φj = fijφi

2. Dados {(fi) ∈
∏
i

HomC(N, Mi) | fj = fijfi para todo i ≤ j}, entonces existe un único morfismo

f : N → lim
←
i

Mi, de modo que fi = φif .

Se tiene también el rećıproco, si existe un objeto M , y morfismos φi : M → Mi, verificando estas
dos condiciones, entonces M = lim

←
i

Mi.

Intuitivamente lim
←
i

Mi es “la fuente del ŕıo de flechas, la cota inferior máxima”

lim
←
i

Mi // . . . // Mi

fij //
fij′

$$J

J

J

J

J

J

Mj

Mj′

N

ffM
M

M

M

M

M

M

M

OO AA

77

Ejercicio 1.3.10. Sea {k[x]/(xn)} el sistema proyectivo de k[x]-módulos, de morfismos k[x]/(xn+1) →
k[x]/(xn) los morfismos naturales de paso al cociente. Probar que lim

←
n

k[x]/(xn) = k[[x]].

Teorema 1.3.11. En la categoŕıa de conjuntos los ĺımites proyectivos existen, expĺıcitamente

lim
←
i

Mi = {(mi) ∈
∏

i

Mi | fij(mi) = mj para todo i ≤ j}

y φi : lim
←
i

Mi → Mi, φi((mj)) = mi.

Demostración. Denotemos M = {(mi) ∈
∏
i

Mi | fij(mi) = mj para todo i ≤ j}. Dados {(fi) ∈
∏
i

Hom(N, Mi) | fj = fijfi para todo i ≤ j}, entonces la aplicación f : N → M , f(n) = (fi(n)) está

bien definida y cumple que fi = φif .
Rećıprocamente, dado f : N → M , las aplicaciones fi = φif cumplen que fj = fijfi para todo i ≤

j.
Estas asignaciones son inversas entre śı, luego hemos concluido.



18 Caṕıtulo 1. Completación

Teorema 1.3.12. En la categoŕıa de A-módulos los ĺımites proyectivos existen, expĺıcitamente

lim
←
i

Mi = {(mi) ∈
∏

i

Mi | fij(mi) = mj para todo i ≤ j}

y φi : lim
←
i

Mi → Mi, φi((mj)) = mi.

Demostración. Reṕıtase la demostración anterior.

Definición 1.3.13. Un morfismo f entre dos sistemas proyectivos de módulos {Mi, fij} y {Ni, gij},
con el mismo conjunto ordenado de ı́ndices, es una familia de morfismos fi : Mi → Ni tales que
fjfij = gijfi, cuando i ≤ j.

Todo morfismo f entre dos sistemas proyectivos induce morfismos lim
←
i

Mi → Ni, que induce un

morfismo f̂ : lim
←
i

Mi → lim
←
i

Ni, que expĺıcitamente (en la categoŕıa de conjuntos, o módulos) está

definido por f̂((mi)) = (fi(mi)).

Definición 1.3.14. Diremos que una sucesión de morfismos de sistemas proyectivos de módulos
{M ′

i} → {Mi} → {M ′′
i } es exacta si lo es la sucesión M ′

i → Mi → M ′′
i , para todo i.

Proposición 1.3.15. La toma de ĺımites proyectivos es exacta por la izquierda. Es decir, si 0 →
{M ′

i} → {Mi} → {M ′′
i } son sucesiones exactas de sistemas proyectivos de A-módulos, entonces la

sucesión de A-módulos
0 → lim

←
i

M ′
i → lim

←
i

Mi → lim
←
i

M ′′
i

es exacta

Demostración. Es una sencilla comprobación, conocida la construcción expĺıcita de los ĺımites pro-
yectivos de módulos.

Dado un morfismo de objetos f : M → M ′, denotaremos f∗ : HomC(N,M) → HomC(N,M ′) a la
aplicación de conjuntos definida por f∗(g) = f ◦g. Dado un sistema proyectivo {Mi, fij}i∈I de objetos
de una categoŕıa C, entonces {HomC(N, Mi), fij∗}i∈I forma un sistema proyectivo de conjuntos.

Ejercicio 1.3.16. Consideremos para cada n ∈ N el epimorfismo natural de paso al cociente k[x] →
k[x]/(xn). Probar que el ĺımite proyectivo de estos epimorfismos no es un epimorfismo.

Proposición 1.3.17. HomC(N, lim
←
i

Mi) = lim
←
i

HomC(N,Mi)

Demostración. Tenemos

HomC(N, lim
←
i

Mi) = {(fi) ∈
∏

i

HomC(N,Mi) | fj = fijfi para todo i ≤ j}

= lim
←
i

HomC(N, Mi)

donde la primera igualdad es por la definición de ĺımite proyectivo, y la segunda igualdad por la
construcción del ĺımite proyectivo de conjuntos.
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Dado un sistema inductivo {Mi, fij}i∈I de objetos de una categoŕıa C, entonces {HomC(Mi, N), fij
∗}i∈I

forma un sistema proyectivo de conjuntos.

Proposición 1.3.18. HomC( lim
→
i

Mi, N) = lim
←
i

HomC(Mi, N)

Demostración. Tenemos

HomC( lim
→
i

Mi, N) = {(fi) ∈
∏

i

HomC(Mi, N) | fi = fjfij para todo i ≤ j}

= lim
←
i

HomC(Mi, N)

donde la primera igualdad es por la definición de ĺımite inductivo, y la segunda igualdad por la
construcción del ĺımite proyectivo de conjuntos.

Proposición 1.3.19. El ĺımite inductivo conmuta con el producto tensorial. Es decir,

( lim
→
i

Mi)⊗A N = lim
→
i

(Mi ⊗A N)

Demostración.

HomA(( lim
→
i

Mi)⊗A N, R) =

= HomA( lim
→
i

Mi, HomA(N,R)) = lim
←
i

HomA(Mi,HomA(N, R))

= lim
←
i

HomA(Mi ⊗A N, R) = HomA( lim
→
i

(Mi ⊗A N), R)

1.4 Completación

Definición 1.4.1. Una filtración de un A-módulo M es una cadena de submódulos

M = M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ · · · ⊇ Mn ⊇ . . .

Dada una filtración {Mi} podemos definir una topoloǵıa en M : Una base de entornos de cada
m ∈ M es {m + Mi}.

Esta topoloǵıa viene definida por la seudométrica d:

d(m1,m2) =
def

{
2−n si m1 −m2 ∈ Mn, y m1 −m2 /∈ Mn+1

0 si m1 −m2 ∈ Mn para todo n

Una vez que hemos definido d, podemos hablar de sucesiones convergentes, de sucesiones de Cauchy
y la completación de M por d.

Definición 1.4.2. Se define la completación de M respecto de la topoloǵıa definida por una filtración
como el A-módulo M̂

M̂ =
def
{Mód. de sucesiones de Cauchy}/{Mód. de sucesiones converg. a cero}
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Proposición 1.4.3. M̂ = lim
←

j∈N
M/Mj.

Demostración. Sea (m̄i) ∈ lim
←
j

M/Mj (luego m̄i+r = m̄i en M/Mi). La sucesión (mi) es de Cauchy,

porque dado e−j entonces d(mr,ms) < e−j , para todo r, s ≥ j. Aśı pues, tenemos definido el morfismo

lim
←
j

M/Mj → M̂, (m̄i) 7→ [(mi)]

Dejamos como ejercicio la comprobación de que está bien definido.
Rećıprocamente. Sea (mi) una sucesión de Cauchy. Dado e−j , existe nj ∈ N de modo que

d(mr,ms) < e−j , para todo r, s ≥ nj . Es decir, mr −ms ∈ Mj para todo r, s ≥ nj , i.e., m̄r = m̄s ∈
M/Mj para todo r, s ≥ nj .

Observemos que el morfismo

{Mód. de sucesiones de Cauchy} → M/Mj , (mi) 7→ m̄nj

no depende del nj >> 0 escogido. En particular, dada una sucesión (mi) convergente a cero, se tiene
que m̄nj = 0. Por tanto, los morfismos

M̂ → M/Mj , [(mi)] 7→ m̄nj

están bien definidos y definen el morfismo

M̂ → lim
←
j

M/Mj , [(mi)] 7→ (m̄nj )

Dejamos como ejercicio la comprobación de que estas asignaciones son inversas entre śı.

Observación 1.4.4. Un ejemplo de sucesión de Cauchy lo constituyen las series
∞∑

i=0

mi (mi ∈ Mi). Es

más, toda sucesión de Cauchy es equivalente a una serie de esta forma: Por la proposición anterior,
basta verlo para la sucesión de Cauchy (ni), con (n̄i) ∈ lim

←
i

M/Mi (n̄i+1 = n̄i ∈ M/Mi). Tenemos que

ni+1−ni = mi ∈ Mi. Por tanto, n1 = m0; n2 = m1 +n1 = m1 +m0; n3 = m2 +n2 = m2 +m1 +m0,
etc. Aśı pues,

M̂ = {
∞∑

i=0

mi, mi ∈ Mi}/{Series converg. a cero}

Si consideramos cada elemento m ∈ M como la sucesión constante (m), tenemos definido un
morfismo M → M̂ ; de otro modo, los morfismos de paso al cociente M → M/Mi definen un morfismo
M → M̂ = lim

←
j

M/Mj ; o de otro modo, cada m ∈ M , puede considerarse como la serie m + 0 + · · ·+

0 + · · · ∈ M̂ .

Proposición 1.4.5. M con la filtración {Mn} es separado ⇐⇒ ∩
n∈N

Mn = 0 ⇐⇒ M ↪→ M̂ .
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Demostración. El núcleo del morfismo M → M̂ = lim
←
i

M/Mi es ∩
n∈N

Mn. Luego, ∩
n∈N

Mn = 0 ⇐⇒

M ↪→ M̂ .
Si M es separado, dado m ∈ M existe un entorno Mn del cero que no contiene a m, es decir,

m /∈ Mn. Luego ∩
n∈N

Mn = 0.

Si ∩
n∈N

Mn = 0, entonces d es una distancia, porque si d(m,m′) = 0 esto significa que m−m′ ∈ Mn

para todo n, es decir que m−m′ ∈ ∩
n∈N

Mn = 0, luego m = m′. Luego M es separado.

Dadas dos filtraciones de A-módulos {Mi} y {Ni} de M y N respectivamente, un morfismo de
filtraciones es un morfismo de A-módulos f : M → N tal que f(Mn) ⊆ Nn. Evidentemente un
morfismo f : M → N de filtraciones induce un morfismo

f̂ : M̂ = lim
←
i

M/Mi → N̂ = lim
←
i

N/Ni

Teorema 1.4.6. Sea 0 → M ′ → M
π→ M ′′ → 0 una sucesión exacta de A-módulos y {Mi} una

filtración de M . Si se consideran en M ′ y M ′′ las filtraciones inducidas {M ′ ∩ Mi}, {π(Mi)}, la
sucesión de completados

0 → M̂ ′ → M̂
bπ→ M̂ ′′ → 0

es exacta. “Completar conserva sucesiones exactas”.

Demostración. Tenemos las sucesiones exactas de sistemas proyectivos

0 → M ′/M ′ ∩Mi → M/Mi
π→ M ′′/π(Mi) → 0

Por tanto, como el ĺımite proyectivo es exacto por la izquierda tenemos la sucesión exacta

0 → M̂ ′ → M̂
bπ→ M̂ ′′

Sólo nos falta ver la epiyectividad de π̂: Dada una serie
∞∑

i=0

m′′
i , con m′′

i ∈ π(Mi), sean mi ∈ Mi tales

que π(mi) = m′′
i . Es obvio que π̂(

∞∑
i=0

mi) =
∞∑

i=0

m′′
i , luego por la observación anterior hemos concluido.

Corolario 1.4.7. M̂n es un submódulo de M̂ y M̂/M̂n = M/Mn, para todo n ∈ N.

Demostración. Por el teorema M̂n ↪→ M̂ y M̂/M̂n = ̂(M/Mn). Ahora bien, ̂(M/Mn) = lim
←
i

(M/Mn)/[Mi] =

lim
←

i>n

(M/Mn)/[Mi] = lim
←

i>n

M/Mn = M/Mn, con lo que concluimos.

Corolario 1.4.8. M̂ es completo y separado, respecto de la topoloǵıa definida por la filtración {M̂n},
es decir, ̂̂

M = M̂ .

Demostración. Es una consecuencia directa del corolario anterior y 1.4.5.

Definición 1.4.9. Se define el graduado de M por la filtración {Mn} como el módulo GM =
∞⊕

i=0
Mi/Mi+1.



22 Caṕıtulo 1. Completación

Corolario 1.4.10. Si consideramos en M una filtración {Mn} y en M̂ la filtración {M̂n}, se verifica
que GM = GM̂ .

Demostración. Completando 0 → Mn+1 → Mn → Mn/Mn+1 → 0 obtenemos que ̂Mn/Mn+1 =
M̂n/M̂n+1. Como ̂Mn/Mn+1 = Mn/Mn+1, tenemos que Mn/Mn+1 = M̂n/M̂n+1. En conclusión,
GM = GM̂ .

1.4.1 Ejemplos de completaciones y graduados

Ejemplo 1.4.11. lim
←

n∈N
C∞(R)/mn

α = R[[x − α]], donde el mα es el ideal de funciones diferenciables

que se anulan en α ∈ R. El morfismo natural C∞(R) → lim
←

n∈N
C∞(R)/mn

α = R[[x − α]] asigna a cada

función su desarrollo de Taylor en α.

Ejemplo 1.4.12. lim
←

n∈N
k[x]/(x)n = k[[x]]. El morfismo k[x] → lim

←
n∈N

k[x]/(x)n = k[[x]], es el morfismo

que considera cada polinomio como una serie.

Ejemplo 1.4.13. Números p-ádicos =
Not

Ẑp =
def

lim
←

n∈N
Z/pnZ = {∑

n∈N
anpn, 0 ≤ ai < p}. El morfismo

natural N → lim
←

n∈N
Z/pnZ = {∑

n∈N
anpn, 0 ≤ ai < p} asigna a cada número natural su desarrollo como

suma de potencias de p.

El espacio tangente a una variedad diferenciable en un punto es un concepto intŕınseco, que no
depende de la inmersión de la variedad diferenciable en un Rn. El espacio tangente a una variedad en
un punto se define en términos de su anillo de funciones diferenciables. Ya sabemos que la diferencial
de una función en un punto y los módulos de diferenciales de Kähler son conceptos algebraicos. En
esta sección, dado un anillo local, definiremos el espacio tangente en el punto cerrado.

Comencemos con un ejemplo sencillo. Consideremos el nodo en el plano af́ın y2 − x2 + x3 = 0. El
espacio tangente en el origen del nodo es aquella variedad homogénea que mejor se aproxima al nodo.
El nodo “infinitesimalmente” en el origen es equivalente a y2− x2 = 0. Aśı pues, diremos que el cono
tangente a y2−x2 +x3 = 0 en el origen es y2−x2 = 0. En general, si una subvariedad X ⊂ An, viene
definida por los ceros de un ideal I ⊂ k[x1, . . . , xn], entonces el cono tangente CxX en el origen es la
variedad definida por el ideal Ih = (fr)f∈I , donde fr es la parte homogénea de grado más pequeño
de f . Es decir, si pensamos que X es la intersección de las variedades f = 0, con f ∈ I, entonces el
cono tangente es la intersección de las variedades homogéneas fr = 0.2

Veamos cómo construir Ih. Sea mx = (x1, . . . , xn) ⊂ k[x1, . . . , xn] y m̄x ⊂ k[x1, . . . , xn]/I el ideal
maximal de las funciones de X que se anulan en el origen. Se tiene la sucesión exacta I ∩mr

x → mr
x →

m̄r
x → 0 y por tanto la sucesión exacta

I ∩mr
x → mr

x/mr+1
x → m̄r

x/m̄r+1
x → 0

En conclusión,

m̄r
x/m̄r+1

x = {Polinomios p(x1, . . . , xn) homogéneos de grado r}/{fr}f=fr+...+fn∈I

2Advertamos que debemos tomar todas las f ∈ I y que no basta con tomar cualquier sistema generador
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Por tanto, ⊕
r
m̄r

x/m̄r+1
x = k[x1, . . . , xn]/Ih. Entonces Spec⊕

r
m̄r

x/m̄r+1
x es el cono tangente de X en x y

Proj
∞⊕

r=0
m̄r

x/m̄r+1
x es el espacio tangente de X en x.

Demos ahora las definiciones con toda precisión y mayor generalidad. Si I es un ideal de A,
denotaremos GIM al graduado de M por la filtración Mn = InM .

Definición 1.4.14. Sea X = Spec A y x ∈ X un punto cerrado de ideal m. Llamaremos cono
tangente de X en x a

CxX = Spec GmA := Spec
∞⊕

i=0
mi/mi+1

Llamaremos vértice del cono al punto de CxX definido por el ideal (maximal) irrelevante ⊕
r>0

mr/mr+1.

Llamaremos espacio tangente de X en x a

TxX := Proj GmA

Ejemplo 1.4.15. El cono tangente de un espacio af́ın en el origen es isomorfo al espacio af́ın. Es
decir, si A = k[x1, . . . , xn] y m = (x1, . . . , xn), entonces GmA ' A.

Proposición 1.4.16. Sea I ⊂ A un ideal y f ∈ Ir − Ir+1. Denotemos fr la clase de f en Ir/Ir+1 ⊂
GIA. Si fr es no divisor de cero en GIA, entonces

1. (f) ∩ In = f · In−r, para r ≥ n.

2. GĪ(A/(f)) = (GIA)/(fr), donde Ī es el ideal I en A/(f).

Demostración. 1. Es claro que f · In−r ⊆ (f) ∩ In. Probemos la inclusión inversa. Si h ∈ (f) ∩ In,
entonces h = f · g, con g ∈ A. Sea s ≥ 0 el máximo tal que g ∈ Is. Tenemos que ver que s ≥ n− r.
Escribamos 0 6= gs = ḡ ∈ Is/Is+1. Por hipótesis, 0 6= fr · gs ∈ Ir+s/Ir+s+1, luego h = f · g /∈ Ir+s+1.
Por tanto, n < r + s + 1, es decir, s ≥ n− r.

2. Por 1., la sucesión

0 → In−r/In−r+1 ·f=·fr−→ In/In+1 → Īn/Īn+1 → 0

es exacta, luego GĪ(A/(f)) = (GIA)/(fr).

Ejercicio 1.4.17. Escribamos el polinomio p(x, y) = pn(x, y) + pn+1(x, y) + . . . + pm(x, y) como
suma de polinomios homogéneos. Sea O = (k[x, y]/p(x, y))x0 , con mx0 = (x, y). Demostrar que
Gmx0

O = k[x, y]/(pn(x, y)).

Ejercicio 1.4.18. Probar que el espacio tangente de la intersección de dos hipersuperficies trans-
versales es la intersección de los espacios tangentes. Es decir, considérese el espacio af́ın A3 =
Spec k[x1, x2, x3] y las superficies f1(x1, x2, x3) = 0, f2(x1, x2, x3) = 0. Sea m = (x1, x2, x3), y
f1,n, f2,m las componentes homogéneas de grado mı́nimo de f1, f2. Si f2,m es no divisor de cero en
Gm(k[x1, x2, x3]/(f1)) = k[x1, x2, x3]/(f1,n), entonces

Gm(k[x1, x2, x3]/(f1, f2) ' k[x1, x2, x3]/(f1,n, f2,m))
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1.4.2 Topoloǵıa I-ádica. Completación I-ádica

Todos los ejemplos de completación que hemos dado son casos particulares de completación I-ádica.
Restrinjámonos a esta situación.

Sea I un ideal de un anillo A y {Mn} una filtración de un A-módulo M . Diremos que {Mn} es
una I-filtración si se verifica IMn ⊆ Mn+1 para todo n ∈ N. Diremos que la I-filtración es I-estable
si existe un h ∈ N tal que para todo n > h se verifica que IMn = Mn+1.

Proposición 1.4.19. Todas las filtraciones I-estables de un A-módulo M definen la misma topoloǵıa.
Es más, se verifica que dadas dos filtraciones {Mn}, {M ′

n} I-estables de M , existe un h tal que
{

Mn+h ⊆ M ′
n para todo n

M ′
n+h ⊆ Mn para todo n

Demostración. Sea h ∈ N de modo que para todo n ≥ h se verifique que IMn = Mn+1 y IM ′
n = M ′

n+1.
Entonces, Mn+h = InMh ⊆ InM ⊆ M ′

n y M ′
n+h = InM ′

h ⊆ InM ⊆ Mn.

Definición 1.4.20. Dado un ideal I ⊂ A y un A-módulo M , diremos que la filtración I-estable
M ⊇ IM ⊇ I2M ⊇ · · · ⊇ InM ⊇ . . . es la filtración I-ádica.

La topoloǵıa definida por cualquier filtración I-estable se denomina la topoloǵıa I-ádica.

De ahora en adelante, completar se entenderá que es completar respecto de la topoloǵıa I-ádica.

Proposición 1.4.21. Si I es un ideal finito generado, por ejemplo si A es un anillo noetheriano,
entonces ÎnM = InM̂ .

Demostración. Consideremos la inyección InM ↪→ M . Completando tenemos la inyección ÎnM ↪→
M̂ .

Sea i1, . . . , ir un sistema generador de In. Consideremos el epimorfismo M ⊕ r. . . ⊕ M → InM ,
(m1, . . . ,mr) 7→

∑
j ijmj . Completando I-ádicamente tenemos un epimorfismo M̂ ⊕ r. . .⊕ M̂ → ÎnM

y recordemos la inyección ÎnM ↪→ M̂ . Hemos obtenido que ÎnM = InM̂ .

Corolario 1.4.22. Si I es un ideal finito generado, por ejemplo si A es un anillo noetheriano, el
completado de un módulo por la topoloǵıa I-ádica es completo y separado para la topoloǵıa I-ádica,

i.e., ̂̂
M = M̂ . Además, M̂/InM̂ = M/InM y GM̂ = GM .

Demostración. Es una consecuencia directa de la proposición anterior y 1.4.7, 1.4.8, 1.4.10.

1.4.3 Artin-Rees

El teorema de Artin-Rees será fundamental para demostrar que la completación I-ádica es exacta
(para módulos finito generados), para demostrar que el morfismo de completación es plano y en la
teoŕıa de la dimensión para demostrar, mediante el polinomio de Samuel, el teorema del ideal principal
de Krull.

Definición 1.4.23. Dado un ideal I ⊂ A, llamaremos

DA = A⊕ I ⊕ I2 . . .

“dilatado de A por I o anillo de Rees en I”. En general dado un A-módulo M y una I-filtración
{Mn}, llamaremos dilatado de M por la I-filtración a DM = M ⊕M1 ⊕M2 ⊕ . . . .
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Definición 1.4.24. Diremos que A = ⊕
n∈N

An es un anillo graduado si los Ai son subgrupos aditivos

de A y para cada ai ∈ Ai y aj ∈ Aj entonces ai · aj ∈ Ai+j .

Observemos que DA es un anillo graduado. Si A es noetheriano entonces I = (ξ1, . . . , ξr) es finito
generado. El morfismo

A[x1, . . . , xr] → DA = A⊕ I ⊕ · · · ⊕ In ⊕ . . .
xi 7→ ξi

es epiyectivo, luego DA es noetheriano.

Definición 1.4.25. Sea A = ⊕
n∈N

An un anillo graduado. Diremos que un A-módulo M = ⊕
n∈N

Mn es

un A-módulo graduado si para cada ai ∈ Ai y mj ∈ Mj entonces aimj ∈ Mi+j .

Observemos que DM es un DA-módulo graduado.

Lema 1.4.26. Sea A noetheriano, M un A-módulo finito generado y {Mn} una I-filtración. La
filtración es I-estable ⇐⇒ DM es un DA-módulo finito generado.

Demostración. ⇒) Supongamos que {Mn} es I-estable, i.e., existe un r ∈ N tal que {Mn} =
{M0, . . . , Mr, IMr, I

2Mr, . . . }. Observemos que el DA-submódulo de DM generado por M ⊕M1 ⊕
· · ·⊕Mr ⊂ DM es M ⊕M1⊕· · ·⊕Mr⊕IMr⊕I2Mr⊕ . . . . Por tanto, DM =< M ⊕M1⊕· · ·⊕Mr >
es finito generado, porque M ,M1, . . . , Mr son A-módulos finito generados.

⇐) Rećıprocamente. Supongamos que DM =< n1, . . . , ns > es finito generado. Podemos suponer
que los ni son homogéneos. Sea r = max{gr ni, 1 ≤ i ≤ s}. Entonces
DM =< n1, . . . , ns >=< M ⊕M1 ⊕ · · · ⊕Mr >= M ⊕M1 ⊕ · · · ⊕Mr ⊕ IMr ⊕ I2Mr ⊕ . . . . Luego la
filtración es I-estable.

Teorema 1.4.27 (de Artin-Rees). Sea A noetheriano, M un A-módulo finito generado y M ′ ⊂ M
un submódulo. Consideremos en M la topoloǵıa I-ádica. Se verifica que la topoloǵıa inicial de M ′,
por la inclusión M ′ ⊂ M es la topoloǵıa I-ádica de M ′. Es más, la filtración {M ′∩InM} es I-estable.

Demostración. Consideremos en M ′ la I-filtración {M ′ ∩ InM} y en M la I-ádica. DM ′ es un
DA-submódulo de DM , donde DA es noetheriano y DM es finito generado, por el lema anterior.
Entonces DM ′ es finito generado y de nuevo, por el lema anterior, {M ′ ∩ InM} es I-estable.

Corolario 1.4.28. Sea A noetheriano. La completación I-ádica de sucesiones exactas de A-módulos
finito generados es exacta, i.e., si

0 → M ′ → M → M ′′ → 0

es una sucesión exacta de A-módulos finito generados entonces

0 → M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0

es exacta.

Demostración. Sabemos que si completamos M ′ por la filtración {M ′ ∩ InM}, M por la filtración
{InM} y M ′′ por la filtración {InM ′′}, entonces la sucesión completada es exacta. Ahora bien, por
Artin-Rees la filtración {M ′∩ InM} es I-estable, luego completar por ella es completar por la I-ádica
y hemos terminado.
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Ejercicio 1.4.29. Consideremos en el anillo k[x, y]/(y2 − x2 + x3) el ideal maximal (x̄, ȳ). Probar
que ̂k[x, y]/(y2 − x2 + x3) = k[[x, y]]/(y2−x2 +x3). Probar que y2−x2 +x3 descompone en producto
de dos series (“ramas”), que se corresponden con los dos ideales primos minimales del anillo completo
considerado.

Ejercicio 1.4.30. Calcular la completación de k[x1, . . . , xn]/(p1(x1, . . . , xn), . . . , pr(x1, . . . , xn)) por
el ideal (x1, . . . , xn).

Corolario 1.4.31. Sea A noetheriano y M un A-módulo finito generado,

M ⊗A Â = M̂

Demostración. Si M es finito generado existe un epimorfismo

A⊕ n. . .⊕A = An π→ M → 0

Kerπ es un submódulo de An, luego es finito generado y existe un epimorfismo Am → Kerπ → 0. En
conclusión, existe una sucesión exacta

Am → An → M → 0 (∗)
Tensorializando por ⊗AÂ tenemos la sucesión exacta

Am ⊗A Â = Âm → An ⊗A Â = Ân → M ⊗A Â → 0

Ahora bien, como la completación de (∗) es la sucesión exacta

Âm = Âm → Ân = Ân → M̂ → 0

obtenemos que M ⊗A Â = M̂ .

Corolario 1.4.32. Si A es noetheriano, el morfismo A → Â es plano.

Demostración. Tenemos que ver que dada una sucesión exacta de A-módulos

0 → M ′ → M → M ′′ → 0

entonces
0 → M ′ ⊗A Â → M ⊗A Â → M ′′ ⊗A Â → 0

es exacta. Como tensorializar es exacto por la derecha, sólo tenemos que ver que dada la sucesión
exacta 0 → M ′ → M entonces 0 → M ′ ⊗A Â → M ⊗A Â es exacta.

Si M ′ y M fuesen finito generados, lo tendŕıamos demostrado, por el corolario anterior, porque
⊗AÂ es completar.

M = lim
→
i

Mi, siendo Mi los submódulos finito generados de M . Tenemos que M ′ = lim
→
i

(M ′∩Mi),

pues M ′ ∩ Mi, son los submódulos (con repeticiones) finito generados de M ′. Tenemos que 0 →
M ′∩Mi → Mi es exacta, con M ′∩Mi y Mi finito generados. Entonces 0 → (M ′∩Mi)⊗AÂ → Mi⊗AÂ

son exactas. Luego 0 → lim
→
i

((M ′ ∩Mi) ⊗A Â) → lim
→
i

(Mi ⊗A Â) es exacta. Por la conmutación del

ĺımite inductivo con producto tensoriales concluimos que

0 → lim
→
i

(M ′ ∩Mi)⊗A Â = M ′ ⊗A Â → lim
→
i

Mi ⊗A Â = M ⊗A Â

es exacta. Hemos terminado.
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Corolario 1.4.33 (Krull). Sea M un A-módulo noetheriano e I ⊂ A un ideal incluido en el radical
de Jacobson de A. Se verifica que M es separado para la topoloǵıa I-ádica, i.e., ∩

n∈N
InM = 0.

Demostración. Sea N = ∩
n∈N

InM ⊂ M . Por Artin-Rees sabemos que la filtración {N ∩ InM = N}
es I-estable. Por tanto, IN = N y por Nakayama N = 0.

1.4.4 Completación y noetherianidad

Queremos probar que el completado de un anillo noetheriano es noetheriano. Un anillo noetheriano
y su completado tienen el mismo graduado y éste es noetheriano. Probaremos que si el graduado
de un anillo completo y separado es noetheriano el anillo es noetheriano y aśı obtendremos que el
completado de un anillo noetheriano es noetheriano.

Un teorema básico en Análisis y Geometŕıa Diferencial, es el teorema de la función inversa. Toda
aplicación diferenciable f : X → Y , entre variedades diferenciales, induce una aplicación entre los
anillos C∞(Y ) → C∞(Y ) y los espacios cotangentes f∗ : mf(x)/m2

f(x) → mx/m2
x. El teorema de la

función inversa afirma que si f∗ es un isomorfismo entonces f es un isomorfismo en un entorno de x.
Ahora bien, f∗ es un isomorfismo si y sólo si el morfismo inducido entre los graduados Gmf(x)C

∞(Y ) →
GmxC∞(X) lo es. Anaĺıticamente, si el morfismo Gmf(x)C

∞(Y ) → GmxC∞(X) es un isomorfismo

entonces el morfismo Ĉ∞(Y ) → Ĉ∞(X) es un isomorfismo. Hablemos ahora en Álgebra y con toda
precisión.

Teorema 1.4.34 (formal de la función inversa). Sean {Mn} y {M ′
n} filtraciones de M y M ′

respectivamente. Supongamos que M y M ′ son completos y separados. Sea T : M → M ′ un morfismo
de filtraciones y consideremos el morfismo GT : GM → GM ′ inducido. SiGT es isomorfismo (resp.
epiyectivo, inyectivo) entonces T : M → M ′ es isomorfismo (resp. epiyectivo, inyectivo).

Demostración. Supongamos que GT es epiyectivo.

Sea m′ ∈ M ′. Como M/M1
T̄→ M ′/M ′

1 es epiyectivo existe m0 ∈ M , tal que m′ = T (m0) + m′
1,

con m′
1 ∈ M ′

1. Como M1/M2
T̄→ M ′

1/M
′
2 es epiyectivo existe m1 ∈ M1, tal que m′

1 = T (m1)+m′
2, con

m′
2 ∈ M ′

2. Es decir m′ = T (m0) + T (m1) + m′
2. Aśı sucesivamente, obtenemos una serie m =

∞∑
i=0

mi,

con mi ∈ Mi, de modo que la serie T (m) = T (
∞∑

i=0

mi) =
∞∑

i=0

T (mi) converge a m′. Como M ′ es

completo, T (m) = m′ y T es epiyectivo.
Supongamos ahora que GT es inyectivo.
Sea m ∈ M . Como M es separado existe r ∈ N de modo que m ∈ Mr y m /∈ Mr+1. Entonces

0 6= m̄ ∈ Mr/Mr+1. GT (m̄) = T (m) 6= 0, porque GT es inyectivo. Luego T (m) 6= 0 y T es inyectivo.
En particular, si GT es isomorfismo, T es isomorfismo.

Lema 1.4.35. Sea A un anillo completo y separado por la topoloǵıa I-ádica definida por un ideal
I ⊂ A. Si GA es noetheriano entonces A es noetheriano.

Demostración. Dado un ideal q ⊂ A tenemos que ver que q es finito generado.
Consideremos en q la filtración {q ∩ In}. Entonces tenemos una inclusión natural

Gq = ⊕
n

(q ∩ In)/(q ∩ In+1) ↪→ ⊕
n

In/In+1
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Observemos que Gq es un ideal de GA de modo natural: Dado q̄ ∈ (q∩ In)/(q∩ In+1) y p̄ ∈ Im/Im+1

entonces p̄q̄ =
def

pq ∈ (q ∩ Im+n)/(q ∩ Im+n+1).

Como GA es noetheriano, tendremos que Gq está generado por un número finito de elementos.
Escribamos Gq = (f̄n1 , . . . , f̄nr ), donde puedo suponer que los f̄ni ∈ (q ∩ Ini)/(q ∩ Ini+1).

Consideremos en A la siguiente filtración para cada i: A ⊇ A ⊇ ni. . . ⊇ A ⊇ I ⊇ I2 ⊇ . . . . El
graduado de A por esta filtración es GA[−ni] = ⊕

n
In/In+1, que es igual al anillo GA, pero decimos

que los elementos de grado n de GA[−ni] son los elementos de grado n−ni de GA. De modo natural
definimos una filtración en la suma directa A⊕ r. . .⊕A. Definamos el morfismo, de filtraciones,

A⊕ r. . .⊕A
T→ q

(1, 0, . . . , 0) 7→ fn1

(0, 0, . . . , 1) 7→ fnr

Tomando graduados, obtenemos que el morfismo

GA[−n1]⊕ r. . .⊕GA[−nr]
GT→ Gq

(1, 0, . . . , 0) 7→ f̄n1 ∈ (q ∩ In1)/(q ∩ In1+1) ⊂ Gq
(0, 0, . . . , 1) 7→ f̄nr ∈ (q ∩ Inr )/(q ∩ Inr+1) ⊂ Gq

es epiyectivo. Por el lema anterior, T̂ : A⊕· · ·⊕A → q̂ es epiyectivo. Ahora bien, como q es separado,
porque es un subespacio de A, que es separado, tenemos que el morfismo de completación i : q ↪→ q̂
es inyectivo. Por tanto, T ha de ser epiyectivo porque T̂ = i ◦ T es epiyectivo. En conclusión, q es
finito generado.

Teorema 1.4.36. Si A es noetheriano entonces Â es noetheriano.

Demostración. Si A es noetheriano y I ⊂ A es un ideal, entonces I = (ξ1, . . . , ξr) es finito generado.
El morfismo

(A/I)[x1, . . . , xr] → GA = A/I ⊕ I/I2 ⊕ · · · ⊕ In/In+1 ⊕ . . .
xi 7→ ξ̄i

es epiyectivo, luego GA es noetheriano.
Por 1.4.22 tenemos que GÂ = GA. Por el lema anterior, Â es noetheriano.

Corolario 1.4.37. Si A es noetheriano entonces A[[x1, . . . , xn]] es noetheriano.

Demostración. Por el teorema de la base de Hilbert, si A es noetheriano entonces A[x1, . . . , xr] es
noetheriano. Completando A[x1, . . . , xr] por el ideal I = (x1, . . . , xr) ⊂ A[x1, . . . , xr], tenemos por el
teorema anterior que A[[x1, . . . , xn]] es noetheriano.

1.4.5 Teorema de Cohen

Teorema 1.4.38 (Cohen). Sea O un anillo local de ideal maximal m, completo y separado por la
topoloǵıa m-ádica. Si O contiene un cuerpo, existe una sección del morfismo natural O → O/m.

Demostración. a) Supongamos que O contiene un cuerpo de caracteŕıstica cero. Por tanto, Q ⊂ O.
Consideremos el diagrama

O = Ô → · · · → O/m3 → O/m2 →O/m

||Not
K
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Vamos a ir levantando el morfismo K = O/m a O/m2, posteriormente a O/m3, y aśı sucesivamente
hasta Ô = O.

Sea K1 una Q-subextensión de K maximal con la condición de que exista un diagrama conmutativo

O/m2 π // O/m = K

K1

� ?

OO

3 S

eeK
K

K

K

K

K

K

K

K

K

Veamos que K1 = K:
Dado ā ∈ K, entonces ā es trascendente sobre K1, o es algebraico sobre K1. Si ā es trascendente,

entonces sea a ∈ O/m2 tal que π(a) = ā. El morfismo K1(ā) → O/m2, ā 7→ a está bien definido. Luego
por la maximalidad de K1, ā ∈ K1. Si ā es algebraico sobre K1, sea p(x) ∈ K1[x] su polinomio mı́nimo
anulador. Sea a ∈ O/m2 tal que π(a) = ā. Para definir bien el morfismo K1(ā) → O/m2, ā 7→ a, es
necesario que p(a) = 0. Sea h ∈ m/m2 ⊂ O/m2. Desarrollando por Taylor obtenemos

p(a + h) = p(a) + p′(a)h + c · h2 = p(a) + p′(a)h

Observemos que π(p(a)) = p(ā) = 0, luego p(a) ∈ m/m2, Observemos también que p′(a) es invertible,
porque (p(x), p′(x)) = (1) luego (p(a), p′(a)) = (1) y como p(a) es nilpotente, p′(a) es invertible. En
conclusión, si escribimos h = −p(a)/p′(a) entonces h ∈ m/m2, π(a + h) = ā y p(a + h) = 0. Aśı pues,
cambiando a por a + h, tenemos que el morfismo K1(ā) → O/m2, ā 7→ a está bien definido. Por la
maximalidad de K1, ā ∈ K1.

En conclusión, K1 = K.
Sea ahora K1 una Q-subextensión de K maximal con la condición de que exista un diagrama

conmutativo

O/m3 π′ // O/m2

K
� ?

OO

K1

� ?

OO

, L

[[6
6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

Veamos que K1 = K:
Dado ā ∈ K, entonces ā es trascendente sobre K1, o es algebraico sobre K1. Si ā es trascendente,

entonces sea a ∈ O/m3 tal que π′(a) = ā. El morfismo K1(ā) → O/m3, ā 7→ a está bien definido.
Luego por la maximalidad de K1, ā ∈ K1. Si ā es algebraico sobre K1, sea p(x) ∈ K1[x] su polinomio
mı́nimo anulador. Sea a ∈ O/m3 tal que π′(a) = ā. Para definir bien el morfismo K1(ā) → O/m3, ā 7→
a, es necesario que p(a) = 0. Sea h ∈ m2/m3 ⊂ O/m3. Desarrollando por Taylor obtenemos

p(a + h) = p(a) + p′(a)h + c · h2 = p(a) + p′(a)h

Observemos que π′(p(a)) = p(ā) = 0, luego p(a) ∈ m2/m3, Además, p′(a) es invertible, porque
(p(x), p′(x)) = (1) luego (p(a), p′(a)) = (1) y como p(a) es nilpotente, p′(a) es invertible. En conclu-
sión, si escribimos h = −p(a)/p′(a) entonces h ∈ m2/m3, π(a + h) = ā y p(a + h) = 0. Aśı pues,
cambiando a por a + h, tenemos que el morfismo K1(ā) → O/m3, ā 7→ a está bien definido. Por la
maximalidad de K1, ā ∈ K1.
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Aśı sucesivamente, vamos obteniendo morfismos K → O/mn, que por paso al ĺımite proyectivo
define el morfismo K → Ô = O buscado.

b) Supongamos que O contiene un cuerpo de caracteŕıstica p > 0.
Procedamos del mismo modo que en el apartado a).
Consideremos el diagrama

O/m2 −−−−→
π

O/m

||
K

Sea L el máximo subcuerpo de π−1(K) = O/m2 con la condición de contener a (π−1(K))p. Observe-
mos que π−1(K) = π−1(K − 0) ∪ π−1(0), donde los elementos de π−1(K − 0) son invertibles porque
no son nilpotentes, y π−1(0) = m/m2. Por tanto, (π−1(K))p = π−1(K − 0)p ∪ 0, que es un cuerpo.
Luego el epimorfismo π : (π−1(K))p → Kp es un isomorfismo.

Probemos que π : L ↪→ K es un isomorfismo. Dado ā ∈ K, sea a ∈ π−1(K), tal que π(a) = ā. Se
verifica que ap ∈ L. Consideremos el epimorfismo

L[x]/(xp − ap) → L[a], x 7→ a

Si p
√

ap /∈ L entonces xp − ap es irreducible en L[x], luego L[x]/(xp − ap) es cuerpo y el epimorfismo
es isomorfismo. Contradicción porque L es máximo y L ⊂ L[a]. Si p

√
ap ∈ L entonces π( p

√
ap) = a.

Luego π es un isomorfismo.

Tenemos el morfismo K
π−1

= L → O/m2 buscado.
Consideremos ahora, el diagrama

O/m3 π′ // O/m2

K
� ?

OO

De nuevo, sea L el máximo subcuerpo de π′−1(K) con la condición de contener a (π′−1(K))p. Ob-
servemos que π′−1(K) = π′−1(K − 0) ∪ π′−1(0), donde los elementos de π′−1(K − 0) son invertibles
porque no son nilpotentes, y π′−1(0) = m2/m3. Por tanto, (π′−1(K))p = π′−1(K − 0)p ∪ 0, que es un
cuerpo. Luego el epimorfismo π′ : (π′−1(K))p → Kp es un isomorfismo.

Probemos que π′ : L ↪→ K es un isomorfismo. Dado ā ∈ K, sea a ∈ π′−1(K), tal que π′(a) = ā.
Se verifica que ap ∈ L. Consideremos el epimorfismo

L[x]/(xp − ap) → L[a], x 7→ a

Si p
√

ap /∈ L entonces xp − ap es irreducible en L[x], luego L[x]/(xp − ap) es cuerpo y el epimorfismo
es isomorfismo. Contradicción porque L es máximo y L ⊂ L[a]. Si p

√
ap ∈ L entonces π′( p

√
ap) = a.

Luego π′ es un isomorfismo.

Tenemos el morfismo K
π′−1

= L → O/m3 buscado.
Aśı sucesivamente, vamos obteniendo morfismos K → O/mn, que por paso al ĺımite proyectivo

define el morfismo K → Ô = O buscado.
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Corolario 1.4.39. Sea O un anillo local noetheriano de ideal maximal m, completo por la topoloǵıa
m-ádica. Si O contiene un cuerpo se verifica un isomorfismo

O ' O/m[[ξ1, . . . , ξn]]

Demostración. Por el teorema de Cohen, existe una sección O/m ↪→ O del cuerpo residual de m. Sea
ξ1, . . . , ξn un sistema generador de m. El morfismo

O/m[[x1, . . . , xn]] → O, s(x1, . . . , xn) 7→ s(ξ1, . . . , ξn)

es un epimorfismo porque en los graduados lo es. Por tanto,

O ' O/m[[ξ1, . . . , ξn]]

1.5 Problemas

1. Si I es un conjunto filtrante creciente e i ∈ I es máximo, probar que lim
→

j∈I

Mj = Mi.

2. Demostrar que todo módulo es el ĺımite inductivo de sus submódulos finito generados.

3. Probar que todo anillo es ĺımite inductivo de Z-álgebras de tipo finito. Probar que todo anillo
es ĺımite inductivo de subanillos noetherianos.

4. Sea M un A-módulo de presentación finita. Probar HomA(M, lim
→
n

Nn) = lim
→
n

HomA(M,Nn).

5. Sea A un anillo noetheriano, a ∈ A y M un A-módulo. Probar que lim
→
n

HomA((an),M) = Ma.

6. Demostrar que el ĺımite inductivo de módulos planos es plano.

7. Probar que un Z-módulo es libre de torsión si y sólo si es un Z-módulo plano.

8. Sea x ∈ Spec A y M un A-módulo. Demostrar que Mx = lim
→

{x∈Ua}
Ma.

9. Sea x un punto de un espacio topológico X. Sea I el conjunto de entornos abiertos de x,
ordenados del siguiente modo: U ≤ V si U ⊆ V . Sea C(U) las funciones reales continuas sobre
U , tenemos un sistema inductivo de anillos {C(U)}, donde los morfismos C(U) → C(V ) son los
de restricción. Probar que lim

→
x∈U

C(U) es el anillo de gérmenes de funciones continuas en x.

Supongamos ahora que X es un espacio normal (T1). Sea mx ⊂ C(X) el ideal maximal de las
funciones que se anulan en x. Probar que C(X)x es el anillo de gérmenes de funciones continuas
de X en x.

10. Sea N0 ⊇ N1 ⊇ N2 ⊇ · · · ⊇ Nn ⊇ · · · una sucesión decreciente de A-submódulos de N0. Probar
que lim

←
n

Nn = ∩
n
Nn.
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11. Sea I un conjunto filtrante decreciente y J ⊆ I un subconjunto con la propiedad de que dado
i ∈ I existe j ∈ J tal que j ≤ i. Sea {Mi}i∈I un sistema proyectivo de objetos. Probar que
lim
←
i∈I

Mi = lim
←

j∈J

Mj .

12. Probar que lim
←
i∈I

(Mi ×Ni) = ( lim
←
i∈I

Mi)× ( lim
←
i∈I

Ni), en la categoŕıa de A-módulos, por ejemplo.

13. Sea · · · → Xn → · · · → X2 → X1 → X0 una sucesión de aplicaciones de entre conjuntos finitos
no vaćıos. Pruébese que lim

←
i

Xi es no vaćıo.

14. Sea p(x) ∈ Z[x] y p ∈ Z. Probar que la condición necesaria y suficiente para que p(x) tenga una
ráız en Ẑp es que tenga alguna ráız en cada Z/pnZ, para todo n > 0.

15. Probar que Spec( lim
→
i

Ai) = lim
←
i

Spec Ai. Probar que si A ↪→ B es un morfismo entero (es decir,

B es ĺımite inductivo de subálgebras finitas sobre A) entonces la aplicación Spec B → Spec A es
epiyectiva y dim B = dim A.

16. Sea M un A-módulo completo y separado por la topoloǵıa I-ádica. Probar que si GM es
noetheriano entonces M es un A-módulo noetheriano.

17. Sea A un anillo noetheriano, M y N A-módulos finito generados. Consideremos un ideal I ⊂ A
y como completaciones las completaciones I-ádicas. Probar

̂HomA(M,N) = HomÂ(M̂, N̂)

18. Calcular el inverso de 1 + x en k[[x]]. Probar que el único ideal maximal de k[[x]] es (x) ¿Existe
la ráız cuadrada de 1 + x en k[[x]]?

19. Sean M y N dos A-módulos completos y separados por la topoloǵıa I-ádica. Probar que
un morfismo de A-módulos T : M → N es un epimorfismo si y sólo si el morfismo inducido
T̄ : M/IM → N/IN es un epimorfismo.

20. Sea I un ideal de un anillo noetheriano A, probar que

Specmax Â = Specmax(A/I)

21. Sea x ∈ Spec A un punto cerrado. Probar

(a) El completado es un concepto local: El completado mx-ádico de A coincide con el comple-
tado mxAx-ádico de Ax.

(b) El cono tangente es un concepto local: GmxA = GmxAxAx.

22. (a) Demostrar que la completación I-ádica de M coincide con la completación I-ádica de M1+I .

(b) Probar que Specmax A1+I = Specmax A/I.

23. Supongamos que A es un anillo noetheriano y M es finito generado. Probar que el núcleo del
morfismo M → M̂ coincide con el núcleo del morfismo M → M1+I .
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24. Sea A un anillo noetheriano ı́ntegro, I ⊂ A un ideal propio. Probar que A es separado con la
topoloǵıa I-ádica.

25. Sea A un anillo noetheriano. Probar ∩
x,n

mn
x = 0.

26. Sea A un anillo noetheriano y M un A-módulo finito generado. Probar que M = 0 si y sólo si
sus completaciones en todo punto cerrado de Spec A son nulas.

27. Sean A y B dos k-álgebras y x ∈ Spec A = X, y ∈ Spec B = Y dos puntos racionales. Probar
que el cono tangente del producto de dos variedades es el producto de los conos tangentes de
cada una de ellas

C(x,y)(X ×k Y ) = CxX ×k CyY

28. Sea A una k-álgebra de tipo finito. Dado un ideal I ⊆ A, diremos que codim I < ∞ si
dimk A/I < ∞. Probar,

lim
←

codim I<∞
A/I =

∏

x∈Specmax A

Âx

donde Âx es la completación mx-ádica de A.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa de la dimensión local

2.1 Introducción

A continuación estudiamos el concepto de dimensión para anillos locales noetherianos, que incluye
tanto a los anillos locales de las funciones de variedades algebraicas, como sus completaciones (por
ejemplo los anillos de series formales). El concepto de dimensión es esencialmente local.

Geométricamente decimos que una superficie tiene dimensión 2 porque observamos la cadena de
cerrados irreducibles punto, curva, superficie. Cadena que tiene dos eslabones y no podemos conseguir
una cadena de cerrados irreducibles con más eslabones. En términos del anillo de las funciones
algebraicas de la superficie, estamos diciendo que en este anillo las cadenas de ideales primos más
largas son de longitud 2. Por otra parte, para determinar un punto de la superficie como los ceros de
n funciones, necesitaremos de dos funciones algebraicas, por lo menos.

Llamaremos dimensión de un anillo local noetheriano al supremo de las longitudes de las cadenas de
ideales primos y veremos que coincide con el número mı́nimo de parámetros necesarios para determinar
el punto cerrado.

En general, el espectro Spec A de un anillo noetheriano no es una variedad algebraica, pero se
puede definir el espacio tangente a Spec A en un punto y éste es una variedad algebraica. Variedad
a la que asociaremos el polinomio de Samuel, que nos permitirá desarrollar con éxito la teoŕıa de la
dimensión local en anillos locales noetherianos.

Por último aplicaremos la teoŕıa de la dimensión en anillos locales noetherianos a las variedades
algebraicas.

2.2 Longitud de un módulo

El concepto de longitud de un módulo se corresponde con el concepto de dimensión en espacios
vectoriales. Usualmente, se define la dimensión de un espacio vectorial, como el número de vectores de
sus bases. Pero esta definición no es la más natural o intuitiva. Si intuimos que R3 es de dimensión 3 es
porque observamos la cadena de inclusiones irrefinable: punto, recta, plano, espacio. Puede definirse
la dimensión de un espacio vectorial, como la longitud de las cadenas irrefinables de subespacios
vectoriales. El concepto de base es más elaborado, si bien es muy práctico. En los A-módulos pueden
no existir bases, por tanto, seguiremos el otro punto de vista.

35
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Definición 2.2.1. Diremos que un A-módulo M 6= 0 es simple cuando sus únicos submódulos son
los triviales: 0 y M .

Si M es un A-módulo simple entonces M = 〈m〉, luego M ' A/ Anul〈m〉. Ahora bien, los
submódulos de A/ Anul〈m〉 se corresponden con los ideales de A que contienen a Anul〈m〉. Por tanto,
M es simple si y sólo si Anul〈m〉 es un ideal maximal, es decir, M es simple si y sólo si M ' A/m,
donde m es un ideal maximal de A.

Definición 2.2.2. Diremos que una cadena de submódulos 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = M es
irrefinable si los cocientes sucesivos Mi/Mi−1 son A-módulos simples. Diremos que la longitud de
esta cadena es n.

Como los submódulos de Mi/Mi−1 se corresponden biyectivamente con los submódulos de Mi que
contienen a Mi−1, el que Mi/Mi−1 sea simple equivale a que no existe una cadena Mi−1 ⊂6= N ⊂

6=
Mi.

Por tanto, que una cadena de submódulos 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = M sea simple equivale a decir
que no podemos añadirle más “eslabones”.

Definición 2.2.3. Llamaremos longitud de M 6= 0 a la mı́nima longitud de todas sus cadenas irrefi-
nables. Si no existe ninguna cadena irrefinable diremos que la longitud de M es infinita. Denotaremos
a la longitud de un módulo M por l(M).

Sobre espacios vectoriales el concepto de longitud coincide con el de dimensión. Si M = 0 diremos
que l(M) = 0.

Proposición 2.2.4. Todas las cadenas irefinables de un módulo tienen la misma longitud.

Demostración. Si l(M) = ∞ la proposición es obvia. Supongamos que l(M) = n < ∞.
Dado un submódulo propio N ⊂

6=
M se cumple que l(N) < l(M): Sea 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂

Mn = M una cadena irrefinable de longitud mı́nima de M . Obviamente, l(M/M1) = n − 1 y
N/(N ∩ M1) ↪→ M/M1. Si N ∩ M1 = 0, entonces N ↪→ M/M1 y por inducción sobre n, l(N) <
l(M/M1) = n− 1. Si N ∩M1 6= 0, entonces N ∩M1 = M1 y M1 ⊆ N . Por tanto, N/M1 ⊂6= M/M1 y

por inducción sobre n l(N/M1) < l(M/M1) = n− 1. Por otra parte, l(N) ≤ l(N/M1) + 1, por que si
0 = N ′

0 ⊂ N ′
1 ⊂ · · · ⊂ N ′

r = N/M1 es una cadena irrefinable entonces

0 ⊂ M1 = π−1(N ′
0) ⊂ π−1(N ′

1) ⊂ · · · ⊂ π−1(Nr) = N,

donde π : N → N/M1 es el morfismo de paso al cociente, es una cadena irrefinable de N . En
conclusión, l(N) < n− 1 + 1 = n.

Aśı pues, dada una cadena irrefinable 0 = M ′
0 ⊂ M ′

1 ⊂ · · · ⊂ M ′
m = M , tenemos que l(M) >

l(M ′
m−1) > · · · > l(M ′

1), luego l(M) ≥ m. Como m ≥ n = l(M), tenemos que m = n.

Observemos que hemos demostrado que si un módulo es de longitud finita entonces todo submódulo
suyo es de longitud finita. Es fácil probar que si un módulo es de longitud finita entonces es finito
generado, y por tanto, también todo submódulo será finito generado.

Si un módulo es de longitud finita todo cociente suyo también lo es, pues toda cadena irrefinable
define por paso al cociente una cadena irrefinable (eliminando las igualdades que aparezcan en la
cadena).
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Proposición 2.2.5. La longitud es una función aditiva, es decir, dada una sucesión exacta 0 →
M ′ i→ M

π→ M ′′ → 0 se cumple que l(M) = l(M ′) + l(M ′′).

Demostración. Si 0 = M ′
0 ⊂ M ′

1 ⊂ · · · ⊂ M ′
n′ = M ′ y 0 = M ′′

0 ⊂ M ′′
1 ⊂ · · · ⊂ M ′′

n′′ = M ′′ son cadenas
irrefinables de M ′ y M ′′ entonces

0 = i(M ′
0) ⊂ i(M ′

1) ⊂ · · · ⊂ i(M ′
n′) = i(M ′) = π−1(M ′′

0 ) ⊂ π−1(M ′′
1 ) ⊂ · · · ⊂ π−1(M ′′

n′′) = M

es una cadena irrefinable de M , luego l(M) = n′ + n′′ = l(M ′) + l(M ′′).

En particular, si consideramos la sucesión exacta

0 → M ′ → M ′ ⊕M ′′ → M ′′ → 0
m′ 7→ (m′, 0)

(m′,m′′) 7→ m′′

tenemos que l(M ′ ⊕M ′′) = l(M ′) + l(M ′′).
La sucesión de morfismos de módulos

0 → M0 → · · · → Ms−1
fs→ Ms

fs+1→ Ms+1 → · · · → Mn → 0 (∗)

es exacta si y sólo si son exactas las sucesiones 0 → Im fs → Ms
fs+1→ Im fs+1 → 0. Aśı, si la sucesión

∗ es exacta, tendremos que l(Im fs) − l(Ms) + l(Im fs+1) = 0 y haciendo el sumatorio para todo s
tenemos

l(M0)− l(M1) + · · ·+ (−1)nl(Mn) = 0

Proposición 2.2.6. M es de longitud finita ⇔ M es noetheriano y Sop(M) es un número finito de
puntos cerrados.

Demostración. ⇒) Recordemos que los módulos simples son isomorfos a A/m, siendo m un ideal
maximal. Si mx es un ideal maximal y px′ es un ideal primo distinto de mx entonces (A/mx)x′ = 0.
Ahora ya, dada una cadena irrefinable

0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mn = M

tenemos que Mi/Mi−1 ' A/mxi , siendo mxi ideales maximales. Por tanto, (Mi/Mi−1)x ' (A/mxi)x =
0, para todo punto x ∈ Spec A distinto de los xi. Luego Mx = (Mn)x = · · · = (M0)x = 0, para
todo punto x ∈ Spec A distinto de los xi. En conclusión, el soporte de M es subconjunto de {xi}.
Además, Mi/Mi−1 ' 〈m̄i〉, para todo i. Luego M = 〈mn〉 + Mn−1 = 〈mn〉 + 〈mn−1〉 + Mn−1 =
· · · = 〈mn, . . . ,m1〉. Luego M es finito generado. Como todo submódulo de M es de longitud finita
entonces es finito generado. En conclusión, M es noetheriano.

⇐) M = 〈m1, . . . , mn〉, luego M es un cociente de 〈m1〉⊕· · ·⊕〈mn〉. Si probamos que los 〈mi〉 son
de longitud finita entonces M es de longitud finita. Tenemos que 〈mi〉 son A-módulos noetherianos,
con soporte en un número finito de puntos cerrados, por ser submódulos de M . En conclusión,
podemos suponer que M = 〈m〉. Es decir, M = A/I. Como Spec A/I = Sop A/I es un número
finito de puntos cerrados {x1, . . . , xn}, tenemos que A/I = (A/I)x1 × · · · × (A/I)xn . Tenemos que
probar que (A/I)xi son A-módulos de longitud finita. Sea mxi ⊂ A el ideal maximal correspondiente
a xi. Tenemos que mxi · (A/I)xi es el único ideal primo del anillo noetheriano (A/I)xi , por tanto, es
nilpotente. Tenemos pues una cadena

(A/I)xi ⊇ mxi(A/I)xi ⊇ · · · ⊇ mm
xi

(A/I)xi = 0
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Observemos que mi
xi

(A/I)xi
/mi+1

xi
(A/I)xi

es un A/mxi
espacio vectorial de dimensión finita, luego

son A-módulos de longitud finita. En conclusión, (A/I)xi es un A-módulo de longitud finita.

2.3 Función de Hilbert

Sea A = R0[ξ1, . . . , ξr] un anillo graduado, R0 un anillo de longitud finita (de grado cero) y los ξi de
grado 1. Por ser R0 un anillo de longitud finita es notheriano y por tanto A también es noetheriano.

Sea M = ⊕Mn un A-módulo graduado finito generado. Obsérvese que el A-submódulo de M
generado por Mn es finito generado, por la noetherianidad de M . Por tanto, Mn es un R0-módulo de
finito generado. Como R0 es de longitud finita, Mn es un R0-módulo de longitud finita.

Definición 2.3.1. Se llama función de Hilbert de M a HM (n) =
def

l(Mn).

Definición 2.3.2. Se llama función de Samuel de M a SM (n) =
def

n−1∑
i=0

l(Mi).

Observemos que ∆SM (n) = SM (n + 1)− SM (n) = HM (n).

Proposición 2.3.3. Sea R0 un anillo de longitud finita y consideremos el anillo graduado R0[x1, · · · , xr].
Se cumple que

SR0[x1,··· ,xr ](n) = l(R0) ·
(

n + r − 1
r

)

Demostración. Es un problema de combinatoria: Considérese variables {x1, . . . , xr}, {y1, . . . , yn−1}
y escribamos (monomios con las x ordenadas y las y ordenadas)

y1 · · · yi1x1yi1+1 · · · yi2x2 · · ·xryir+1 · · · yn−1 ≡ xi1
1 xi2−i1

2 · · ·xir−ir−1
r

El número de todas las combinaciones posibles es
(
n+r−1

r

)
. Como R0[x1, · · · , xr]/(x1, · · · , xr)n =

⊕
ir<n

R0 · xi1
1 xi2−i1

2 · · ·xir−ir−1
r , obtenemos SR0[x1,··· ,xr ](n) = l(R0) ·

(
n+r−1

r

)
.

Lema 2.3.4. Dada una función f : N→ Q denotemos por ∆f(n) la función ∆f(n) = f(n+1)−f(n).
Si ∆f(n) es un polinomio para n > n0 entonces f(n) es un polinomio para n > n0.

Demostración. Procedamos por inducción sobre el grado de ∆f(n). Sigamos la convención gr 0 = −1.
Si gr∆f(n) = −1 para n > n0, es decir ∆f(n) = f(n + 1)− f(n) = 0 para n > n0, entonces f(n)

es constante para n > n0 y hemos terminado.
Supongamos que gr∆f(n) = r, para n > n0. Es decir, f(n) = a0n

r + a1n
r−1 + · · · + ar, para

n > n0, con a0 6= 0. Se verifica que

∆(f − a0

r + 1
nr+1)(n) = ∆f(n)− a0

r + 1
((n + 1)r+1 − nr+1)

= ∆f(n)− [a0n
r + pol. de grado menor que r]

Por tanto, ∆(f − a0
r+1nr+1)(n) es un polinomio de grado menor que r, para n > n0. Luego, por

hipótesis de inducción, f(n) − a0
r+1nr+1 es un polinomio, para n > n0 y concluimos que f(n) es un

polinomio para n > n0.
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Teorema 2.3.5. Para n suficientemente grande, la función de Hilbert es un polinomio en n (polinomio
que llamaremos polinomio de Hilbert).

Demostración. Vamos a proceder por inducción sobre el número de generadores de A.
Si r = 0, como M es finito generado Mn = 0 para n > n0, con n0 >> 0. Por tanto, HM (n) = 0

para n > n0 y concluimos.
Supongamos cierto el teorema para A = R0[ξ1, . . . , ξr−1] y consideremos las sucesiones exactas

0 → Kern → Mn
ξr·→ Mn+1 → Cokern+1 → 0

0 → Ker = ⊕
n

Kern → M
ξr·→ M → Coker = ⊕

n
Cokern → 0

Como ξr anula a Ker y Coker, ambos son R0[ξ1, . . . , ξr−1]-módulos finitos graduados. Por tanto, por
hipótesis de inducción

∆HM (n) = HM (n + 1)−HM (n) = HCoker(n + 1)−HKer(n)

es un polinomio para n > n0. Por tanto, HM (n) es un polinomio para n > n0, por el lema anterior.

La función de Samuel es es un polinomio para n >> 0, ya que ∆SM (n) = HM (n) (polinomio que
denominaremos polinomio de Samuel).

2.4 Dimensión en anillos locales noetherianos

Supondremos que O es un anillo local noetheriano de ideal maximal m, e I un ideal m-primario.
Si I es un ideal m-primario, entonces SpecO/I = {m}, y l(O/I) < ∞, por 2.2.6. Escribamos

I = (ξ1, . . . , ξr). El graduado de O por I, GIO = O/I[ξ̄1, . . . , ξ̄r] es un anillo graduado, con O/I de
longitud finita y ξ̄i de grado 1.

Sea M un O-módulo finito y consideremos en él una filtración I-estable, {Mn}. Sabemos que el
dilatado DM es un DIO = ⊕In-módulo finito. Por tanto, el graduado GM de M por la filtración es
un DIO-módulo finito, luego es un GIO-módulo finito.

Denotaremos

SM (n) = SGM (n) = l(M/M1) + l(M1/M2) + · · ·+ l(Mn−1/Mn) = l(M/Mn)

Proposición 2.4.1. El grado y el primer coeficiente de SM (n) no depende de la filtración I-estable
considerada en M .

Demostración. Sean {Mn} y {M̄n} dos filtraciones I-estables de M . Denotemos por SM (n) =
l(M/Mn) y SM̄ (n) = l(M/M̄n). Por 1.4.19 sabemos que existe un h tal que

Mn+h ⊆ M̄n por tanto, SM (n + h) ≥ SM̄ (n)
M̄n+h ⊆ Mn por tanto, SM̄ (n + h) ≥ SM (n)

con lo que se concluye la demostración

Proposición 2.4.2. El grado de SM (n) no depende de la filtración I-estable considerada en M , ni
del ideal m-primario I.
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Demostración. Consideremos las filtraciones {InM} y {mnM}. Basta probar, por la proposición
anterior, que SM,I(n) = l(M/InM} y SM,m(n) = l(M/mnM) tienen el mismo grado. Existe un k, tal
que mk ⊆ I. Por tanto,

SM,m(kn) = l(M/mknM) ≥ l(M/InM) = SM,I(n), SM,I(n) = l(M/InM) ≥ l(M/mnM) = SM,m(n)

De donde se deduce que SM,I(n) y SM,m(n) son dos polinomios de igual grado.

La siguiente proposición hará las veces del teorema del ideal principal de Krull.

Proposición 2.4.3. Si a ∈ O no es divisor de cero en M , entonces gr SM/aM (n) < gr SM (n).

Demostración. Consideremos la sucesión exacta

0 → aM → M
π→ N = M/aM → 0

La filtraciones {aM ∩Mn}, {π(Mn)} inducidas en aM y N por la filtración Mn I-estable de M , son
por el teorema de Artin-Rees I-estables. De la sucesión exacta

0 → aM/aM ∩Mn → M/Mn → N/π(Mn) → 0

se deduce que SM/aM (n) = SN (n) = SM (n) − SaM (n). Ahora bien, como M
·a' aM porque a no

es divisor de cero, por 2.4.1, el grado y primer coeficiente de SM (n) es igual al de SaM (n). Luego
gr SM/aM (n) < SM (n).

Definición 2.4.4. Llamaremos dimensión de Krull de un anillo al máximo de las longitudes de sus
cadenas de ideales primos.

Ejemplo 2.4.5. Z y k[x] son anillos de dimensión de Krull 1. C[x, y] es un anillo de dimensión de
Krull 2.

Como los ideales primos de un anillo A se corresponden con los cerrados irreducibles de Spec A,
tenemos que la dimensión de Krull de A es igual a la máxima longitud de las cadenas de cerrados
irreducibles de Spec A.

Definición 2.4.6. Sea O un anillo local noetheriano de ideal maximal m. Diremos que f1, . . . , fn ∈ O
es un sistema de parámetros en O si (f1, . . . , fn)0 = {m}.

Denotaremos que SO,I(n) = l(O/In). Diremos que SO(n) = l(O/mn) es el polinomio de Samuel
de O.

Teorema 2.4.7. Sea O un anillo local noetheriano de ideal maximal m. Los siguientes números son
iguales

1. Dimensión de Krull de O.

2. Número mı́nimo de parámetros de los sistemas de parámetros de O.

3. Grado del polinomio de Samuel de O.

Demostración.
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a) Dimensión de Krull de O ≥ Número mı́nimo de parámetros de los sistemas de parámetros de O:
Sea f1 un elemento no invertible de O que no se anule en ningún ideal primo minimal (existe:

si {pi} son los ideales primos minimales de O y gi se anula en todos los pj salvo en pi, entonces
f1 =

∑
i gi). Por tanto, dimO > dimO/(f1). Sea ahora f2 otro elemento que no se anula en ningún

ideal primo minimal de O/(f1), entonces dimO > dimO/(f1) > dimO/(f1, f2). Aśı sucesivamente,
obtenemos una cadena

0 ⊂ (f1) ⊂ (f1, f2) ⊂ · · · ⊂ (f1, . . . , fn) ⊂ . . .
dimO > dimO/(f1) > dimO/(f1, f2) > · · · > dimO/(f1, . . . , fn) > . . .

que ha de finitizar para un n, por la noetherianidad de O, y lo hará cuando O/(f1, . . . , fn) sea de
dimensión cero. Por tanto, tenemos que (f1, . . . , fn) es un sistema de parámetros y dimO ≥ n.

b) Número mı́nimo de parámetros de los sistemas de parámetros de O ≥ grado del polinomio de
Samuel de O:

Sea (f1, . . . , fr) = I un sistema de parámetros. Tenemos que

(O/I)[x1, . . . , xr] // GIO = O/I ⊕ I/I2 ⊕ · · ·

xi
Â // f̄i

es un epimorfismo. Luego SO,I(n) ≤ l(O/I[x1, . . . , xr]/(x1, . . . , xr)n) = l(O/I) · dim{polinomios en r

variables de grado menor que n} 2.3.3= l(O/I) · (n+r−1
r

)
. Observemos que

(
n+r−1

r

)
es un polinomio de

grado r, luego gr SO,m(n) = gr SO,I(n) ≤ r. Hemos concluido.

c) Grado del polinomio de Samuel de O ≥ dimensión de Krull de O:
Procedamos por inducción sobre gr SO(n). Si gr SO(n) = 0 entonces l(O/mn) es constante. Por

tanto, l(mn/mn+1) = 0, es decir mn = mn+1. Por Nakayama mn = 0, luego dimO = 0.
Supongamos ya que gr SO(n) > 0. Sea p1 ⊂ p2 ⊂ · · · ⊂ pm una cadena de ideales primos de O.

Sea f ∈ p2 − p1. Tenemos

gr SO(n) ≥ gr SO/p1(n)
2.4.3
> gr SO/(p1,f)(n) ≥ m− 1

donde la última desigualdad es debido a la hipótesis de inducción y a que p̄2 ⊂ · · · ⊂ p̄m es una cadena
de ideales primos de O/(p1, f). Por tanto, gr SO(n) ≥ m y concluimos.

Ejercicio 2.4.8. Probar que el anillo local de k[x1, . . . , xn] en el origen es un anillo de dimensión de
Krull n.

Corolario 2.4.9. La dimensión de Krull de un anillo local noetheriano es finita y coincide con el
grado del polinomio de Samuel.

No es cierto que si un anillo es noetheriano, pero no local, su dimensión de Krull sea finita.

Corolario 2.4.10 (ideal principal de Krull). Sea f ∈ O no invertible. Se verifica

dim(f)0 ≥ dimO − 1

Además, si f no es divisor de cero entonces

dim(f)0 = dimO − 1
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Demostración. Sea (f1, . . . , fm) un ideal m̄-primario de O/(f), generado por el número mı́nimo de
parámetros. Por el teorema anterior dimO/(f) = m. Por otra parte, (f, f1, . . . , fm) es un ideal m-
primario de O, luego dimO ≤ m+1 = dimO/(f)+1 = dim(f)0 +1. Por tanto, dim(f)0 ≥ dimO−1.

Si f no es divisor de cero, entonces dimO/(f) = gr SO/(f)(n)
2.4.3
< gr SO(n) = dimO y se concluye.

Corolario 2.4.11. Sea O un anillo local noetheriano de ideal maximal m. Sea Ô la completación
m-ádica de O. Se verifica

dimO = dim Ô

Demostración. Sabemos que O/mn = Ô/m̂n, por tanto SO(n) = S bO(n) y dimO = dim Ô.

Ejercicio 2.4.12. Probar que dim k[[x1, · · · , xn]] = n.

2.5 Teoŕıa de la dimensión en variedades algebraicas

Proposición 2.5.1. Para todo ideal maximal mx ⊂ k[x1, . . . , xn], se cumple que dim k[x1, . . . , xn]x =
n. En particular, dim k[x1, . . . , xn] = n.

Demostración. Por 1.2.44 k[x1, . . . , xn]/mx es una k-extensión finita de k. Por tanto, el morfismo
i : k[x1] → k[x1, . . . , xn]/mx, i(p(x1)) = p(x1) tiene de núcleo un ideal primo no nulo Ker i = (p(x1)).
Ahora ya,

dim k[x1, . . . , xn]x
2.4.10= dim k[x1, . . . , xn]x/(p(x1))+1 = dim k[x1]/(p(x1))[x2, . . . , xn]x+1 = (n−1)+1

donde la última igualdad se obtiene por inducción sobre n.

Teorema 2.5.2. La dimensión de Krull de una k-álgebra A de tipo finito ı́ntegra es igual al grado de
trascendencia de su cuerpo de funciones. “La dimensión de una variedad algebraica ı́ntegra coincide
con el grado de trascendencia de su cuerpo de funciones”.

Demostración. Sea A una k-álgebra de tipo finito ı́ntegra. Por el lema de normalización de Noether,
existe un morfismo finito k[x1, . . . , xn] ↪→ A. Luego dim A = n. Localizando tenemos el morfismo
finito k(x1, . . . , xn) ↪→ Ak[x1,...,xn]−{0}. Por tanto, Ak[x1,...,xn]−{0} es una k(x1, . . . , xn)-álgebra finita
ı́ntegra, luego es un cuerpo que ha de ser AA−{0}. Por tanto, el grado de trascendencia de AA−{0} es
n.

Observemos que dim(A/ radA) = dim A. Por tanto, para calcular la dimensión de una variedad
irreducible Spec A, basta calcular la dimensión de Spec(A/ rad A), que es una variedad algebraica
ı́ntegra. En general, toda variedad algebraica es unión de variedades algebraicas irreducibles y la
dimensión de la variedad es el máximo de las dimensiones de las componentes irreducibles de la
variedad.

Proposición 2.5.3. Sea X = Spec A una variedad algebraica irreducible y x ∈ X un punto cerrado.
Se cumple que dim X = dim Ax.
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Demostración. Haciendo cociente por los nilpotentes, es decir, por el ideal primo minimal, podemos
suponer que A es un anillo ı́ntegro.

Por el lema de normalización de Noether existe un morfismo finito k[x1, . . . , xn] ↪→ A. Tenemos
que dimX = dim k[x1, . . . , xn] = n. Sea my = k[x1, . . . , xn] ∩ mx. Sólo nos falta ver que dim Ax =
dim k[x1, . . . , xn]y = n: Dada una cadena de ideales primos mx ⊃6= p1 ⊃6= · · · ⊃

6=
pm, entonces my ⊃6=

k[x1, . . . , xn] ∩ p1 ⊃6= · · · ⊃
6=

k[x1, . . . , xn] ∩ pm es una cadena de ideales primos de inclusiones estrictas,

porque en los morfismos finitos las fibras son de dimensión cero. Luego, dim Ax ≤ dim k[x1, . . . , xn]y.
Dada una cadena de ideales primos my ⊃

6=
p′1 ⊃

6=
· · · ⊃

6=
p′n, por el teorema de descenso podemos

construir una cadena mx ⊃6= p1 ⊃6= · · · ⊃
6=

pm de modo que p′i = k[x1, . . . , xn] ∩ pi. Luego, dim Ax ≥
dim k[x1, . . . , xn]y y dim Ax = dim k[x1, . . . , xn]y.

Teorema 2.5.4 (del ideal principal de Krull). Sea X = Spec A una variedad algebraica ı́ntegra.
Sea f ∈ A, no nula y no invertible. Se verifica que la dimensión de toda componente irreducible de
(f)0 es dim X − 1.

Demostración. Dada una variedad X = Spec A y un punto cerrado x ∈ X, llamemos dimensión de X
en x a dim Ax, que coincide con la longitud máxima de las cadenas de cerrados irreducibles de X que
pasan por x.

Escribamos (f)0 = C1∪· · ·∪Cs como unión de componentes irreducibles. Sea y ∈ C1−(C2∪· · ·∪Cs)
un punto cerrado. La dimensión de (f)0 en y, coincide con la dimensión de C1 en y, que por ser una
variedad irreducible, coincide con la dimensión de C1 (2.5.3). Ahora bien, la dimensión de (f)0 en y
es igual a dim(A/(f))y = dim Ay − 1 = dim X − 1. En conclusión, dim C1 = dim X − 1.

Definición 2.5.5. Una cadena de cerrados irreducibles diremos que es maximal si no está incluida
en ninguna otra mayor.

Corolario 2.5.6. Toda cadena de cerrados irreducibles maximal de una variedad algebraica irreducible
tiene la misma longitud.

Demostración. Sea X = Spec A la variedad algebraica irreducible. Sea x el punto genérico de X.
Obviamente X es homeomorfo como espacio topológico a Spec A/px. Por tanto, podemos suponer
que la variedad algebraica es ı́ntegra. Demostraremos el corolario por inducción sobre la dimensión
de Krull.

Sea X ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xm una cadena de cerrados irreducibles maximal. Sea f ∈ A una función no
nula, que se anule en X1. Sea (f)0 = Y1 ∪ · · · ∪ Yr la descomposición de (f)0 en cerrados irreducibles,
obviamente X1 es una de las componentes de la descomposición. Por el teorema anterior dim X1 =
dim X − 1, luego por inducción sobre la dimensión m − 1 = dim X1 = dim X − 1, y por tanto
m = dim X.

Definición 2.5.7. Se dice que una variedad algebraica es catenaria si toda cadena de cerrados irre-
ducibles maximal con extremos cualesquiera prefijados tiene la misma longitud.

Corolario 2.5.8. Las variedades algebraicas son catenarias.

Demostración. Sean Y ⊃ Y ′ cerrados irreducibles de una variedad algebraica X. Sea Y ′ ⊃ Y ′
1 ⊃

· · · ⊃ Y ′
m una cadena de cerrados irreducible maximal de Y ′. Toda cadena de cerrados irreducibles

maximal de extremos Y, Y ′, junto con esta cadena, define una cadena maximal de Y “ampliada”.
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Como las cadenas “ampliadas” son todas de la misma longitud, por el corolario anterior aplicado a
Y , concluimos que toda las cadenas maximales de cerrados irreducibles de extremos Y, Y ′, tienen la
misma longitud.

2.6 Problemas

1. Sea M = M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ · · · ⊇ Mn una cadena de A-submódulos de M . Probar que

l(M/Mn) =
n∑

i=1

l(Mi−1/Mi).

2. Sea A = k[ξ1, . . . , ξn] una k-álgebra de tipo finito y sea O = Ax, donde x ∈ Spec A es un punto
cerrado. Probar que si M es un O-módulo de longitud finita entonces es un k-espacio vectorial
de dimensión finita y

dimk M = l(M) · dimkO/mx

3. Sea A un anillo ı́ntegro y f, g ∈ A no nulas. Probar que

lA(A/(fg)) = lA(A/(f)) + lA(A/(g))

4. Probar que si A es un anillo con un número finito de elementos, entonces es un anillo noetheriano
de dimensión cero.

5. Escribamos el polinomio p(x, y) = pn(x, y)+pn+1(x, y)+. . .+pm(x, y) como suma de polinomios
homogéneos pi(x, y) de grado i. Sea O = (k[x, y]/p(x, y))x0 , con mx0 = (x, y). Demostrar que
Gmx0

O = k[x, y]/(pn(x, y)). Calcular el polinomio de Samuel de O.

6. Sea O un anillo local noetheriano. Probar que la dimensión de Krull de O es igual a la dimensión
del cono tangente GmO = ⊕

n
mn/mn+1 en el origen (que es el ideal maximal

∞⊕
n=1

mn/mn+1).

7. Sea A un anillo noetheriano. Probar que dim A[x] = 1 + dim A (Obsérvese que si p ⊂ A es un
ideal primo entonces pA[x] es un ideal primo de A[x]).

8. Sea O un anillo local noetheriano de dimensión de Krull 2. Probar que el conjunto SpecO tiene
infinitos puntos.

9. Sea O un anillo local noetheriano de dimensión de Krull n y f1, . . . , fr ∈ O de modo que
dimO/(f1, . . . , fr) = n−r. Demostrar que existen fr+1, . . . , fn de modo que dimO/(f1, . . . , fn) =
0.

10. Calcular la dimensión de Krull de C[[x, y]]S , con S = {1, x, . . . , xn, . . .}.
11. Sea A = k[x1, x2, . . . , xn, . . .] un anillo de polinomios de infinitas variables. Sean pi = (x2i , . . . , x2i+1−1)

y S = A− ∪
i
pi.

(a) Probar que Specmax AS = {pi ·AS}i.

(b) Probar que toda función no nula de AS pertenece a un número finito de ideales maximales.

(c) Probar que AS es un anillo noetheriano.
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(d) Probar que dim AS = ∞. (Nagata)

12. Sean X,Y variedades algebraicas. Probar que

dim(X × Y ) = dim X + dim Y

(Utiĺıcese el Lema de Normalización de Noether).

13. Sean Y, Y ′ subvariedades irreducibles de An. Supongamos que Y ∩ Y ′ 6= ∅. Demuéstrese que

codim Y + codim Y ′ ≥ codim(Y ∩ Y ′)

14. Sea f : X → Y un morfismo entre variedades algebraicas irreducibles. Sea y ∈ f(X) un punto
cerrado. Demuéstrese que

dim f−1(y) ≥ dim X − dim f(X)

15. Sea A = k[ξ1, . . . , ξn] un anillo graduado, con gr ξi = 1. Probar

(a) Si p ⊂ A es un ideal primo, el ideal generado por los elementos homogéneos de p es un
ideal primo.

(b) Los ideales primos minimales de A son ideales primos homogéneos.

(c) dim A = dim Aor, donde mor = (ξ1, . . . , ξn).

(d) dim A− 1 es igual al grado del polinomio p(n) = dimk[A]n.

16. Sea O un anillo local noetheriano de dimensión r, {f1, . . . , fr} un sistema de parámetros, e I el
ideal generado por éstos. Probar que

GIO ⊗O O/m = O/m[x1, . . . , xr]

Sea O la localización de k[x, y]/(xy) en el origen. Sea I = (x̄) ⊂ m = (x̄, ȳ). Probar que

GIO ⊗O O/m = O/m[x]

17. Sea O un anillo local noetheriano, I = (f1, . . . , fr) ⊆ O un ideal tal que dimO/I = dimO − r.
Probar que GIO ⊗O O/m = O/m[x1, . . . , xr].

18. Sea O un anillo local noetheriano catenario, I = (f1, . . . , fr) ⊆ O un ideal tal que dimO/I =
dimO − r. Probar que dim GIO = dimO.
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Caṕıtulo 3

Anillos locales regulares

3.1 Introducción

Los anillos de funciones algebraicas de la cúspide y2 − x3 = 0, el nodo y2 − x2 + x3 = 0, el cono
x2 + y2 − z2 = 0 son no regulares en el origen y regulares en cualquier otro punto.

El objetivo de este caṕıtulo es caracterizar localmente los anillos de funciones de las variedades
algebraicas sin singularidades. Diremos que una variedad algebraica de dimensión n es regular en
un punto si y sólo si existen n hipersuperficies que se cortan transversalmente en el punto (contando
multiplicidades). Está definición equivaldrá a que el cono tangente a la variedad sea un espacio af́ın
y a que la completación del anillos funciones algebraicas en el punto sea un anillo de series formales.
Daremos también criterios diferenciales que caractericen la regularidad.

Por último, para el problema de la “regularización” de una variedad introduciremos los anillos de
valoración. El procedimiento de regularización de las curvas por explosión, se estudiará en el siguiente
caṕıtulo.

3.2 Anillos locales regulares

Definición 3.2.1. Diremos que un anillo O local noetheriano de ideal maximal m es regular, si
dimO = dimO/m m/m2. A m/m2 se le denomina espacio cotangente de Zariski.

En Geometŕıa Diferencial, si V es una variedad diferenciable, x ∈ V y mx es el ideal de las
funciones diferenciables que se anulan en x, entonces mx/m2

x = T ∗x V es el espacio cotangente a V en
x. Si bien, el anillo de gérmenes de una variedad diferenciable no es un anillo noetheriano, se cumple
que la dimensión de la variedad diferenciable coincide con la dimensión del espacio cotangente en todo
punto. En este sentido se puede decir que las variedades diferenciables son regulares en todo punto.

Definición 3.2.2. Diremos que X = Spec A es regular en x ∈ X si Ax es un anillo local regular.

Ejemplo 3.2.3. Los anillos ı́ntegros locales de ideales principales son anillos regulares. Por tanto,
las localizaciones de Z en sus puntos cerrados son anillos regulares.

Recordemos que dado f ∈ m decimos que es un parámetro. Observemos que para todo anillo O
local noetheriano dimO ≤ dimO/m m/m2, porque si dimO/m m/m2 = n y f1, . . . , fn es un sistema de
parámetros obtenido por Nakayama, sabemos que dimO ≤ n. Por tanto,

O es regular ⇔ dimO ≥ dimO/m m/m2

47
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Proposición 3.2.4. Un anillo O local noetheriano de dimensión n, es regular si y sólo si existe un
sistema de parámetros f1, . . . , fn que generan el ideal maximal m de O.

Demostración. Si O es un anillo regular entonces n = dimO = dimO/m m/m2. Si f1, . . . , fn es
un sistema generador de m obtenido por Nakayama, éste será el sistema de parámetros busca-
do. Rećıprocamente, si f1, . . . , fn es un sistema de parámetros que generan m entonces dimO ≥
dimO/m) m/m2, luego O es regular.

Aunque no hayamos definido la multiplicidad de intersección, digamos que esta proposición se
interpreta geométricamente del siguiente modo: “Una variedad algebraica irreducible X = Spec A de
dimensión n, es regular en un punto cerrado x ∈ X si y sólo si existen n hipersuperficies, fi = 0, que
se cortan con multiplicidad 1 en x”.

Proposición 3.2.5. El anillo local de k[x1, . . . , xn] en el origen es un anillo regular de dimensión n.

Demostración. Denotemos mx = (x1, . . . , xn). Por 2.5.1, dim k[x1, . . . , xn]x = n. Por la proposición
anterior, k[x1, . . . , xn]x es regular.

Ejercicio 3.2.6. Probar que para todo ideal maximal mx ⊂ k[x1, . . . , xn], entonces k[x1, . . . , xn]x es
regular. “El espacio af́ın es regular en todo punto”.

Teorema 3.2.7. O es regular si y sólo si GmO = O/m[x1, . . . , xn]. “O es regular si y sólo si el cono
tangente en el punto cerrado es isomorfo a un espacio af́ın.”

Demostración. Antes empezar con la demostración, observemos que el graduado de GmO = O/m ⊕
m/m2 ⊕ m2/m3 ⊕ · · · en el ideal definido por el ideal maximal m/m2 ⊕ m2/m3 ⊕ · · · es isomorfo a
GmO. Como por Samuel, la dimensión de un anillo local O viene determinada por su graduado GmO,
tendremos que la dimensión de Krull de GmO localizado en el ideal maximal m/m2 ⊕ m2/m3 ⊕ · · · ,
escribamos simplemente dim GmO, es igual a dimO.

Si O es un anillo regular de dimensión n, existe un sistema de parámetros f1, . . . , fn que genera
el ideal maximal m de O. Consideremos el epimorfismo graduado

O/m[x1,. . ., xn] → GmO = O/m⊕ m/m2 ⊕m2/m3 ⊕ · · ·
xi 7→ f̄i

Veamos que es un isomorfismo: O/m[x1, . . ., xn] es un anillo de dimensión n en el origen. Si hubiese
núcleo, la dimensión del anillo imagen, es decir la de GmO, en el punto definido por el ideal maximal
m/m2 ⊕m2/m3 ⊕ · · · seŕıa menor que n = dimO. Contradicción.

Rećıprocamente, si GmO = O/m[x1, . . . , xn], entonces dim GmO = n, luego dimO = n. Además,
tenemos también que

dimO/m m/m2 = dimO/m(x1, . . . , xn)/(x1, . . . , xn)2 = n

Luego, dimO = dimO/m m/m2 y O es regular.

Corolario 3.2.8. Sea O un anillo local noetheriano, de ideal maximal m. Sea Ô el completado
m-ádico de O. Se cumple que O es regular si y sólo si Ô es regular.

Demostración. El corolario es consecuencia del teorema anterior y de que GmO = GbmÔ.

Proposición 3.2.9. Si O es un anillo regular entonces es ı́ntegro.
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Demostración. Sean f, g ∈ O. Sea m el ideal maximal de O. Recordemos que ∩
n∈N

mn = 0. Por tanto,

existen r, s ∈ N de modo que f ∈ mr, f /∈ mr+1, g ∈ ms y g /∈ ms+1. Es decir, f̄ ∈ mr/mr+1 y
ḡ ∈ ms/ms+1 son no nulas.

Si O es regular entonces GmO = O/m[x1, . . . , xn]. O/m[x1, . . . , xn] es un anillo ı́ntegro. Por lo
tanto, f̄ · ḡ = fg ∈ mr+s/mr+s+1 no es nulo. Luego f · g no es nulo y O es ı́ntegro.

Proposición 3.2.10. Sea O un anillo local regular de ideal maximal m, completo por la topoloǵıa
m-ádica. Si O contiene un cuerpo se verifica un isomorfismo

O ' O/m[[x1, . . . , xn]]

Demostración. Por el teorema de Cohen, existe una sección O/m ↪→ O del cuerpo residual de m. Sea
ξ1, . . . , ξn un sistema generador de m obtenido por el Lema de Nakayama. El morfismo

O/m[[x1, . . . , xn]] → O, s(x1, . . . , xn) 7→ s(ξ1, . . . , ξn)

es un isomorfismo porque en los graduados lo es (recuérdese 3.2.7). Por tanto,

O ' O/m[[x1, . . . , xn]]

Escribamos m = mx y sea f ∈ mx. Denotaremos a f̄ ∈ mx/m2
x como dxf , y diremos que dxf es

la diferencial de f en x. Por ejemplo, si consideramos p(x1, . . . , xn) ∈ mx = (x1 − α1, . . . , xn − αn) ⊂
k[x1, . . . , xn], entonces por desarrollando por Taylor en (α1, . . . , αn), tenemos que

dxp(x1, . . . , xn) =
∂p

∂x1
(α1, . . . , αn)dxx1 + . . . +

∂p

∂xn
(α1, . . . , αn)dxxn

En el caso de que el anillo A una k-álgebra y A/mx = k, dado f ∈ mx, se define dxf = f − f(x) ∈
mx/m2

x, donde f(x) = f̄ ∈ A/mx = k.

Teorema 3.2.11. Sea O un anillo local regular de ideal maximal mx. Sea I ⊂ O un ideal. O/I es
un anillo regular ⇔ I está generado por un sistema de parámetros de diferenciales en x linealmente
independientes.

Demostración. Denotemos por m̄x la clase de mx en O/I.
⇐) Sabemos que I = (f1, . . . , fr) de modo que {dxf1, . . . , dxfr} son linealmente independientes

en mx/m2
x. Consideremos la sucesión exacta

I ↪→ mx → m̄x → 0

Tensorializando por ⊗OO/mx obtenemos la sucesión exacta

0 → I/mxI → mx/m2
x → m̄x/m̄2

x → 0

que es exacta por la izquierda, porque f̄1, . . . , f̄r es un sistema generador de I/mxI linealmente
independiente en mx/m2

x. Por tanto,

dimO/mx
m̄x/m̄2

x = dimO/mx
mx/m2

x − r = dimO − r ≤ dimO/I
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Luego O/I es regular (de dimensión dimO − r).
⇒) O/I es regular. Escribamos dimO = n y dimO/I = n− r. Consideremos la sucesión exacta

I ↪→ mx → m̄x → 0

Tensorializando por ⊗OO/mx obtenemos la sucesión exacta

I/mxI → mx/m2
x → m̄x/m̄2

x → 0

Sean pues f1, . . . , fr ∈ I, de modo que f̄1, . . . , f̄r sea una base del núcleo del epimorfismo mx/m2
x →

m̄x/m̄2
x.

El epimorfismo O/(f1, . . . , fr) → O/I es un isomorfismo: O/(f1, . . . , fr) es un anillo regular por
⇐), de dimensión n− r. Si hubiese núcleo, la dimensión de la imagen seŕıa menor que n− r, porque
O/(f1, . . . , fr) es ı́ntegro por ser un anillo regular. Por tanto, la dimensión de O/I seŕıa menor que
n− r, contradicción.

Por tanto, I = (f1, . . . , fr) con dxf1, . . . , dxfr linealmente independientes.

Ejercicio 3.2.12. Calcular los puntos regulares de C[x, y]/(y2 − x2 + x3).

Los anillos locales de la Geometŕıa Diferencial, si bien no son noetherianos, pueden considerarse,
si no somos rigurosos, como anillos regulares, pues sus completados son anillos de series formales. En
Geometŕıa Diferencial, es conocido que dada una variedad diferenciable X y {f1, . . . , fr} ∈ C∞(X),
si dxf1, . . . , dxfr son linealmente independientes para todo x ∈ {f1 = 0, . . . , fn = 0} entonces {f1 =
0, . . . , fn = 0} es una subvariedad diferenciable de X.

3.3 Anillos locales regulares de dimensión 1 y anillos de valo-
ración

Los anillos locales regulares de dimensión cero son los cuerpos. En la teoŕıa de Galois, se ha pro-
fundizado en su estudio. Nuestro objetivo es el estudio de los anillos locales regulares de dimensión
uno. Los anillos de dimensión uno de la Geometŕıa Algebraica son los anillos de funciones algebraicas
de las curvas. En la clasificación de la curvas algebraicas es fundamental el caracterizar los puntos
singulares (los puntos no regulares) de las curvas y la regularización o desingularización de éstas.
Como veremos, los anillos locales regulares de dimensión uno son los anillos de valoración discreta, y
la intersección de los anillos de valoración que contienen a un anillo es su cierre entero, en el caso de
anillos de curvas es el anillo de su desingularización.

Teorema 3.3.1. Sea O un anillo local noetheriano de dimensión 1. Se verifica que O es regular si y
sólo si O es un anillo de ideales principales.

Demostración. ⇒) Si O es regular de dimensión 1, su ideal maximal está generado por un parámetro
t ∈ m. Si f es un elemento no nulo de O, entonces f = tn · i, con i ∈ O invertible para un n ∈ N. Por
tanto fO = tnO. Dado un ideal I, tendremos que I = tmO con m = min{n : fO = tnO, con f ∈ I}.

⇐) Tenemos que dim m/m2 ≤ 1. Luego dimO ≥ dim m/m2 y O es regular.

Definición 3.3.2. Sea Σ un cuerpo. Una valoración discreta de Σ es una aplicación epiyectiva
v : Σ− {0} → Z que verifica
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1. v(fg) = v(f) + v(g).

2. v(f + g) ≥ min{v(f), v(g)}
Dado un anillo O local regular de ideal maximal m y cuerpo de fracciones Σ, podemos definir una

valoración discreta en Σ (la valoración m-ádica): Dada f ∈ Σ tenemos que f = a
b , con a, b ∈ O. Se

verifica que a ∈ mn−mn+1 y b ∈ mm−mm+1. Pues bien, si definimos v(f) = n−m, es fácil comprobar
que v es una valoración discreta. Además, si dimO = 1, O coincide el subanillo de Σ formado por las
f ∈ Σ de valor mayor o igual que cero.

Rećıprocamente, veamos que dada una valoración discreta v entonces Ov = {f ∈ Σ : v(f) ≥ 0} es
un anillo local regular de dimensión 1 de cuerpo de fracciones Σ.

Sea v : Σ− {0} → Z una valoración. Observemos que v(1) = v(1 · 1) = v(1) + v(1) luego v(1) = 0.
Por tanto, 0 = v(1) = v(f · f−1) = v(f) + v(f−1), luego v(f−1) = −v(f).

Cada ideal I ⊂ Ov está generado por un elemento de valor mı́nimo: Sea f ∈ I de valor mı́nimo,
dado g ∈ I tenemos que v(g) ≥ v(f) luego v(g/f) = v(g)− v(f) ≥ 0. Luego g/f ∈ Ov y g = g/f · f ,
es decir I = (f).

Aśı pues, Ov es un anillo de ideales principales, luego noetheriano. Ov es un anillo local que no
es un cuerpo, porque los invertibles son precisamente {f ∈ Ov : v(f) = 0} y el ideal maximal es
pv = {f ∈ Ov : v(f) > 0}. Por tanto, Ov es un anillo local regular de dimensión 1. Además, para
toda f ∈ Σ o bien f ∈ Ov o bien f−1 ∈ Ov, es decir, v(f) ≥ 0 o v(f−1) = −v(f) ≥ 0 (esta propiedad
junto con la noetherianidad va a caracterizar los anillos de valoración discreta Ov). Por tanto, el
cuerpo de fracciones de Ov es Σ.

Hemos obtenido la siguiente proposición.

Proposición 3.3.3. La correspondencia que asigna a cada valoración discreta v de Σ el anillo Ov =
{f ∈ Σ : v(f) ≥ 0} es una correspondencia biuńıvoca entre el conjunto de valoraciones discretas y los
subanillos locales regulares de dimensión 1 de Σ de cuerpo de fracciones Σ.

Dada una valoración discreta v diremos que Ov es un anillo de valoración discreta.
Al ideal maximal se le denota pv y se le denomina el ideal de valoración.

Definición 3.3.4. Un morfismo O ↪→ O′ inyectivo entre anillos locales de ideales maximales m,m′ se
dice que es dominante si m′ contiene a m, es decir, si m′ ∩ O = m.

Si Ov es un anillo de valoración discreta, O′ un anillo local incluido en el cuerpo de fracciones
de Ov que contiene a Ov, de modo que la inclusión Ov ↪→ O′ sea un morfismo dominante, entonces
O′ = Ov: Dado f ∈ O′ −Ov, entonces v(f) < 0, luego v(f−1) > 0 y f−1 ∈ pv. Por tanto, f−1 ∈ O′
y pertenece al ideal maximal de O′, lo que es contradictorio, pues es invertible en O′.

3.4 Cierre entero y anillos de valoración

El objetivo principal del resto del curso es el estudio de la desingularización de las curvas. Resulta que
la desingularización C̄ de una curva C es un morfismo C̄ → C finito y birracional (las fibras son finitas
y en un abierto es isomorfismo) y C̄ no admite a su vez tales morfismos (salvo los isomorfismos). Es
decir, si escribimos C = Spec A y C̄ = Spec Ā, resulta que A → Ā es un morfismo finito y birracional
y Ā no admite tales morfismos (salvo los isomorfismos). Como veremos los anillos de valoración están
caracterizados por no admitir morfismos birracionales “dominantes” y Ā coincide con la intersección
de los anillos de valoración del cuerpo de fracciones de A que contienen a A.
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Definición 3.4.1. Diremos que un anillo A ı́ntegro, es ı́ntegramente cerrado en su cuerpo de fracciones
Σ, si cumple que si una función f ∈ Σ es entera sobre A entonces f ∈ A. También se dice que A es
normal.

Sea A ↪→ B un morfismo de anillos. Llamaremos cierre entero de A en B al subanillo de B formado
por todos los elementos de B enteros sobre A.

Dejamos que el lector pruebe que el cierre entero de un anillo ı́ntegro en su cuerpo de fracciones
es un anillo ı́ntegramente cerrado.

Proposición 3.4.2. Los dominios de factorización única son ı́ntegramente cerrados en su cuerpo de
fracciones.

Demostración. Sea A un dominio de factorización única y Σ su cuerpo de fracciones. Sea a
b ∈ Σ una

fracción de modo que b sea primo con a. Si a
b es entero sobre A verifica una relación

(
a

b
)n + a1(

a

b
)n−1 + . . . + an = 0

Multiplicando por bn tendremos an + ḃ = 0. Luego, como b es primo con a, habrá de ser invertible y
a/b ∈ A. En conclusión, los únicos elementos enteros de Σ sobre A son los de A.

Ejemplo 3.4.3. Z, k[x], k[x1, . . . , xn] son anillos ı́ntegramente cerrados en sus cuerpos de fracciones.

Proposición 3.4.4. Los anillos de valoración discreta son ı́ntegramente cerrados en su cuerpo de
fracciones.

Demostración. Los anillos de valoración discreta son dominios de ideales principales (locales) luego
dominios de factorización única.

Proposición 3.4.5. Un anillo A ı́ntegro. El cierre entero de A en su cuerpo de fracciones conmuta
con localizaciones. Por tanto, A es ı́ntegramente cerrado en su cuerpo de fracciones si y sólo si es
localmente ı́ntegramente cerrado.

Demostración. Sea S ⊆ A un sistema multiplicativamente cerrado. f ∈ Σ = AA−{0} entero sobre AS .
Por tanto, existe una relación entera

fn + a1/s1 · fn−1 + · · ·+ an/sn = 0 con ai ∈ A y si ∈ S

Sea t = s1 · · · sn (luego t ∈ S). Multiplicando la relación anterior por tn obtenemos una relación
entera con coeficientes en A de tf , luego tf pertenece al cierre entero Ā de A y f ∈ Ā S .

Si f ∈ Ā S es fácil probar que es entero sobre AS .
Por último, A = Ā ⇐⇒ Ax = Ā x = Ax, para todo x ∈ Spec A.

Si consideramos el nodo C ≡ y2 − x2 + x3 = 0 y consideramos la curva C̃ que se obtiene de
“despegar” las dos ramas y el morfismo natural C̃ → C “pegar”, resulta que este morfismo fuera del
nodo es isomorfismo (birracional) y es un morfismo finito. Parece claro intuitivamente que para las
curvas regulares en todo punto, no existen más morfismos birracionales finitos que los isomorfismos.
En términos matemáticos precisos:
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Teorema 3.4.6. Sea O un anillo ı́ntegro local noetheriano de dimensión 1. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. O es regular.

2. O es un anillo de valoración.

3. O es ı́ntegramente cerrado en su cuerpo de fracciones Σ.

Demostración. Sólo nos falta probar (3 ⇒ 1).
Sea f un elemento no nulo del ideal maximal m de O. Como m es el ideal primario asociado a la

descomposición primaria de (f), existe un g ∈ O de modo que ((f) : (g)) = m. Por tanto, g/f ·m ⊂ O.
Si g/f · m = O, m es un O-módulo principal y O un anillo regular. Si g/f · m ⊆ m, entonces g

f · es
un endomorfismo de m, que ha de satisfacer el correspondiente polinomio caracteŕıstico. Luego g

f es
entero sobre O, aśı pues g

f ∈ O y ((f) : (g)) = O, contradicción.

Definición 3.4.7. Un anillo A se dice que es un dominio de Dedekind si es noetheriano de dimensión
1 e ı́ntegramente cerrado.

Proposición 3.4.8. Si A es un dominio de Dedekind e I ⊂ A un ideal no nulo, entonces I se escribe
de modo único como producto de ideales primos.

Demostración. Sean {x1, . . . , xm} = (I)0. Sabemos por el teorema y lema anteriores que Axi es un
anillo de ideales principales. Por tanto, Ixi = pni

xi
Axi , para cierto ni ∈ N único. El ideal

pn1
x1
· · · · · pnm

xm

es igual localmente a I, luego son iguales globalmente. Evidentemente los exponentes ni están deter-
minados porque lo están al localizar.

Sea px un ideal primo de A. Denotemos px,n el ideal px-primario que al localizar en x es igual a
pn

x , es decir, “el ideal px-primario de funciones cuyo desarrollo de Taylor hasta orden n en x es nulo”.

Proposición 3.4.9. Sea A un anillo noetheriano ı́ntegro. A es un anillo normal si y sólo si todo
ideal principal (propio) es intersección, sin componentes sumergidas, de un número finito de primarios
px,nx .

Demostración. Supongamos que A es un anillo normal.
Sea px un primo asociado a (a) ⊂ A. Veamos que no es una componente sumergida. Podemos

suponer que A es local de ideal maximal px = m. Sabemos que existe b ∈ A tal que (a : b) = m. Por
tanto b

a ·m ⊂ A. Si b
a ·m ⊆ m, entonces b

a es entero sobre A, luego b
a ∈ A y (a : b) = A, contradicción.

Si b
a · m = A, entonces m es un A-módulo isomorfo a A, luego es un ideal principal, dim A = 1 y

m no es una componente sumergida de A. Además, hemos probado que Ax es un anillo regular de
dimensión 1.

Si (a) = qx1 ∩ · · · ∩ qxn es una descomposición primaria de (a). Tenemos que (a)xi = qxi · Axi =
pni

xi
·Axi , para cierto ni, luego qxi = pxi,ni .
Sólo nos falta probar el rećıproco. Consideremos sólo los ideales primos px asociados a las des-

composiciones primarias de los ideales principales. Ax es un anillo regular de dimensión 1, pues dado
a ∈ A tal que a ∈ px · Ax, a /∈ p2

x · Ax, tenemos que (a)x = px · Ax. A = ∩xAx: Sea a/b ∈ ∩xAx y
escribamos (a) = px1,n1 ∩ · · · ∩ pxr,nr y (b) = px1,m1 ∩ · · · ∩ pxr,mr , con ni,mi ≥ 0. Como a/b ∈ Axi

entonces ni ≥ mi, para todo i, luego (b) ⊂ (a) y a/b ∈ A. Por último, como A es intersección de
anillos ı́ntegramente cerrados entonces es ı́ntegramente cerrado.
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Teorema 3.4.10. Sea A un anillo ı́ntegro y Σ un cuerpo que contiene a A. Supongamos que el cierre
entero de A en Σ, Ā, es un anillo noetheriano. Entonces

Ā = ∩
A⊆Ov

Ov

donde Ov son subanillos de valoración de Σ.

Demostración. En la demostración de la proposición anterior hemos probado que Ā es la intersección
de los localizaciones Āx (dim Āx = 1), que son anillos de valoración discreta. Por tanto, las inclusiones

Ā ⊆ ∩
A⊆Ov

Ov ⊆ ∩
dim Āx=1

Āx = Ā

son igualdades.

3.5 Finitud del cierre entero

Lema 3.5.1. Sea A un anillo noetheriano ı́ntegro, ı́ntegramente cerrado en su cuerpo de fracciones
Σ. Sea Σ ↪→ Σ̄ una extensión finita separable de cuerpos. Entonces el cierre entero Ā de A en Σ̄ es
un A-módulo finito.

Demostración. Σ̄ es el cuerpo de fracciones de Ā: Σ̄ = AA−{0} = ĀA−{0}
Consideremos en Σ̄ la métrica T2 de la traza, T2(f, g) = tr(f · g).
Recordemos que tr(h) es la traza de la homotecia multiplicar por h en Σ̄, que tr(h) =

∑
g∈G

g(h),

donde G = Homk−álg(Σ̄, ¯̄Σ) y ¯̄Σ es la envolvente de Galois de Σ̄. Recordemos también que Σ̄ es
separable si y sólo si T2 es no singular.

Sea ā1, . . . , ān ∈ Ā una base del Σ-espacio vectorial Σ̄. Sea w1, . . . , wn ∈ Σ̄∗ la base dual de
ā1, . . . , ān. A través del isomorfismo

Σ̄
iT2' Σ̄∗ = HomΣ(Σ̄, Σ)

h 7→ ihT2 : h′ 7→ T2(h, h′) = tr(h · h′)

se verifica que iT2 : Ā ↪→ Aw1 + · · ·+ Awn: Dado h ∈ Ā, escribamos iT2(h) = λ1w1 + · · ·+ λnwn, con
λi ∈ Σ. Tenemos que ver que λi ∈ A. Se tiene que

λi = iT2(h)(āi) = tr(h · āi) =
∑

g∈G

g(h · āi)

Ahora bien, h · āi ∈ Ā, luego λi =
∑

g∈G

g(h · āi) es entero sobre A. Recordemos que λi ∈ Σ y A es

ı́ntegramente cerrado, luego λi ∈ A.
En conclusión, Ā está incluido en un A-módulo finito, luego por la noetherianidad de A, es un

A-módulo finito.

Ejercicio 3.5.2. Probar que Z[ 2
√

5] no es ı́ntegramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

Ejercicio 3.5.3. Demostrar que el cierre entero de Z[ 2
√

5] en Q[ 2
√

5] es finito sobre Z[ 2
√

5]. (Pista:
Z ↪→ Z[ 2

√
5] es finito y Z es ı́ntegramente cerrado en su cuerpo de fracciones).
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Teorema 3.5.4. Sea A una k-álgebra de tipo finito ı́ntegra de cuerpo de fracciones Σ. Sea Σ ↪→ Σ̄
una extensión finita de cuerpos. Entonces el cierre entero Ā de A en Σ̄ es un A-módulo finito, de
cuerpo de fracciones Σ̄.

Demostración. Sea por el lema de normalización de Noether un morfismo finito k[x1, . . . , xn] ↪→ A.
Como el cierre entero de A en Σ̄ coincide con el cierre entero de k[x1, . . . , xn] en Σ̄, podemos suponer
que A = k[x1, . . . , xn].

Sea ¯̄Σ la envolvente normal de Σ̄. El cierre entero de A en ¯̄Σ contiene a Ā. Luego si demostramos
que el cierre entero de A en ¯̄Σ es un A-módulo finito tendremos que Ā también lo es. Aśı pues,
podemos suponer que Σ̄ es una extensión normal de Σ.

Sea G el grupo de Galois de Σ̄. Sea Σ̄G los elementos de Σ̄ invariantes por G. Denotemos por A′

al cierre entero de A en Σ̄G. Ā coincide con el cierre entero de A′ en Σ̄, luego Ā es un A′-módulo finito
por el lema anterior, pues Σ̄G ↪→ Σ̄ es una extensión separable (de Galois). Aśı pues, para demostrar
que Ā es un A-módulo finito basta ver que A′ es un A-módulo finito. Observemos que Σ ↪→ Σ̄G es un
morfismo puramente inseparable.

En conclusión, podemos suponer que A = k[x1, . . . , xn] y que Σ ↪→ Σ̄ es una extensión finita
puramente inseparable de cuerpos.

Sea car k = p > 0 y escribamos Σ̄ = Σ[ξ1, . . . , ξr]. Existe m >> 0 de modo que ξpm

i ∈ Σ =
k(x1, . . . , xn), para todo i. Escribamos ξpm

= pi/qi, con pi =
∑
i

λix
i ∈ k[x1, . . . , xn] y qi =

∑
i

µix
i ∈

k[x1, . . . , xn]. Sea k′ = k( pm√
λi, pm√µi)i y Σ′ = k′( pm√x1, . . . , pm√xn). Se verifica que ξi = pm

√
pi/qi ∈

Σ′, luego Σ̄ ⊆ Σ′. De nuevo, podemos suponer para demostrar el teorema que Σ̄ = Σ′. Ahora
bien, el cierre entero k[x1, . . . , xn] en Σ′ es k′[ pm√x1, . . . , pm√xn], pues k′[ pm√x1, . . . , pm√xn] es un
k[x1, . . . , xn]-módulo finito y es ı́ntegramente cerrado (porque es un anillo de polinomios). Hemos
concluido.

Definición 3.5.5. Diremos que Spec A es una curva ı́ntegra af́ın si A es una k-álgebra de tipo finito
ı́ntegra de dimensión 1.

Ejemplo 3.5.6. La recta af́ın A1 = Spec k[x], la circunferencia Spec k[x, y]/(x2 + y2 − 1).

Los cerrados propios de la topoloǵıa de Zariski de una curva ı́ntegra son los conjuntos finitos de
puntos cerrados. El punto genérico es el único punto denso.

Definición 3.5.7. Diremos que un punto cerrado x ∈ Spec A es no singular si Ax es un anillo regular.
Diremos que es singular si Ax no es regular.

Ejemplo 3.5.8. Spec k[x, y]/(y2 − x3) tiene un único punto singular, el origen.

Teorema 3.5.9. El número de puntos singulares de una curva ı́ntegra es finito.

Demostración. Sea C = Spec A la curva ı́ntegra y Σ el cuerpo de fracciones de A. Sea Ā el cierre
entero de A en Σ, que como sabemos, es un A-módulo finito, de cuerpo de fracciones Σ. Consideremos
la sucesión exacta

0 → A → Ā → Ā/A → 0

Localizando en el punto genérico de la curva, tenemos que Ā/A es cero. Luego Ā/A es cero al localizar
en todos los puntos salvo en un número finito de puntos cerrados. Por tanto, A = Ā al localizar en
todos los puntos salvo un número finito de puntos cerrados. Por el lema 3.4.5, dado x ∈ Spec A,
Ax = Āx si y sólo si Ax es ı́ntegramente cerrado en su cuerpo de fracciones, es decir si y sólo si Ax
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es regular, es decir, si y sólo si x es no singular. En conclusión, los puntos singulares de C = SpecA
coinciden con los puntos del soporte de Ā/A, que es un número finito de puntos.

3.6 Problemas

1. Calcular el polinomio de Samuel de un anillo local regular de dimensión 2.

2. Probar que un anillo local noetheriano O es un anillo regular de dimensión r si y sólo si SO(n) =(
n+r−1

r

)
. Para la suficiencia seguir los pasos:

(a) O es regular si y sólo si GmO es un anillo regular en el origen.

(b) Si A = k[ξ1, . . . , ξn] es una k-álgebra y mx = (ξ1, . . . , ξn) y k̄ es el cierre algebraico de k,
probar que A es regular en mx si y sólo si A⊗k k̄ es regular en mx ⊗k k̄.

(c) Si A = k[ξ1, . . . , ξn] es una k-álgebra graduada, con gr ξi = 1 y k con infinitos elementos,
demostrar que existe un morfismo graduado finito k[x1, . . . , xr] ↪→ A.

(d) Probar que el morfismo anterior es isomorfismo si y sólo si SA(n) =
(
n+r−1

r

)
.

3. Sea O un anillo local noetheriano, e I = (f1, . . . , fr) ⊂ O un ideal tal que O/I es un anillo
regular de dimensión de Krull dimO − r. Probar que O es un anillo regular.

4. Probar que la localización de Z[x] en cualquier punto es un anillo regular.

5. Probar que un anillo noetheriano A es regular en todo punto si y sólo si A[x] es regular en todo
punto.

6. Calcular los puntos de Z[ 2
√

5] en los que no es regular.

7. Sea mx = (x1, . . . , xn) y O = (k[x1, . . . , xn]/(p1, . . . , pr))x. Supongamos que dimO = n − r.
Probar que O es regular si y sólo si rg( ∂pi

∂xj
(0)) = r.

8. Sean X e Y dos k-variedades algebraicas y x ∈ X e y ∈ Y dos puntos racionales regulares.
Probar que X ×k Y es regular en (x, y).

9. Sea A un anillo incluido en un cuerpo Σ. Probar que f ∈ Σ es entero sobre A si y sólo si es
entero sobre A[f−1].

10. Calcular los anillos de valoración de Q.

11. Calcular los anillos de valoración de C(x), que contengan a C.

12. Sea Ov un anillo de valoración discreta de C(x, y) trivial sobre C.

(a) Demostrar que Ov contiene a C[x, y], o a C[ 1
x , y

x ], o a C[ 1y , x
y ].

(b) Si Ov contiene a C[x, y] y pv ∩ C[x, y] = px es una curva, demostrar que Ov = C[x, y]x.

(c) Si Ov contiene a C[x, y] y pv ∩C[x, y] = mx es un ideal maximal, por ejemplo mx = (x, y),
demostrar que Ov contiene a C[x1, y1] con x1 = x, y1 = y

x o x1 = x
y , y1 = y.
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(d) Con las notaciones obvias a partir del apartado anterior. Supongamos que pv ∩C[xn, yn] es
un ideal maximal para todo n ∈ N. Demostrar que existe un m ∈ N, de modo que v(xm) (o
v(ym)) es mı́nimo entre todos los v(xn), v(yn). Demostrar que Ôv = lim

←
i

Ov/(pi
v) = C[[xm]]

y que por tanto Ov/pv = C.

13. Sea A una k-álgebra de tipo finito de dimensión de Krull 1,́ıntegra de cuerpo de fracciones Σ.
Sea Ā el cierre entero de A en Σ. Probar que el conjunto de anillos de valoración discreta de Σ
que contienen a A es biyectivo con Spec Ā.

14. Pruébese que el anillo local de k[x, y] en el origen es ı́ntegramente cerrado pero no es un anillo
de valoración.

15. Sea A un anillo noetheriano ı́ntegro de dimensión 1. Sea Ā el cierre entero de A en su cuerpo de
fracciones. Dado a ∈ A no nulo, probar que lA(A/aA) ≥ lA(Ā/aĀ). Probar que Ā es un anillo
noetheriano de dimensión 1.

16. Sea A un anillo ı́ntegro y Ā el cierre entero de A en su cuerpo de fracciones.

(a) Si 0 6= I ⊂ A es un ideal, definir inclusiones naturales, A ↪→ HomA(I, I) ↪→ Ā.

(b) Si 0 6= I ⊂ A es un ideal radical, probar que HomA(I, A) ∩ Ā = HomA(I, I).

17. Sea A un anillo noetheriano ı́ntegro y Ā el cierre entero de A en su cuerpo de fracciones. Sea
Y ⊂ Spec A el conjunto de los puntos x, tales que Ax no sea ı́ntegramente cerrado en su cuerpo
de fracciones. Sea I un ideal radical no nulo que se anule en todo Y .

(a) Dada h = h
g ∈ Ā, probar que (Anul(hA/(hA ∩A)))0 = {x ∈ Spec A : h /∈ Ax} ⊂ Y .

(b) Probar que existe n ∈ N de modo que In ⊂ Anul(hA/(hA ∩A).

(c) Probar que si A = HomA(I, I) entonces A es ı́ntegramente cerrado en su cuerpo de frac-
ciones.
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Caṕıtulo 4

Desingularización de curvas

4.1 Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos las singularidades de una curva. Probaremos que toda curva es birra-
cional a una curva sin puntos singulares. Estudiaremos el proceso denominado de explosión que nos
permitirá desingularizar las curvas. Definiremos la multiplicidad de una variedad en un punto. Cal-
cularemos la multiplicidad de intersección de una curva y una hipersuperficie en un punto. Veremos
que el número de ramas anaĺıticas de una curva en un punto coincide con el número de puntos en los
que desingulariza la curva en el punto. Por último, en el caso de una única rama introduciremos el
desarrollo en serie de Puiseux, que parametriza anaĺıticamente la curva.

Fuera del estudio local de las variedades, probaremos el teorema de Bézout, que dice que dos curvas
planas proyectivas de grados n y m se cortan en n ·m puntos, contando grados y multiplicidades de
intersección. Probaremos también el lema de Max Noether, que nos permitirá probar como ejercicios,
los teoremas de Pascal y Pappus.

4.2 Espectro proyectivo

En Geometŕıa se define el espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial como el conjunto de
rectas (que pasan por el origen) del espacio vectorial. En Geometŕıa Algebraica vamos a definir de
modo equivalente a partir de An = SpecC[x1, . . . , xn] el espacio proyectivo. Las únicas subvariedades
V que queremos considerar en An son las variedades homogéneas, es decir, las que contengan para
todo punto cerrado p ∈ V las rectas que pasan por p y el origen. Aśı, las subvariedades homogéneas
de dimensión menor serán las rectas que pasan por el origen, que se corresponderán con los puntos
cerrados del espacio proyectivo que queremos asociarle a An.

Si p(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] es una función que se anula en la variedad homogénea V , escri-
bamos p(x1, . . . , xn) = ps(x1, . . . , xn) + · · · + pm(x1, . . . , xn) como suma de polinomios homogéneos.
Tendremos que

p(λx1, . . . , λxn) = λsps(x1, . . . , xn) + · · ·+ λmpm(x1, . . . , xn) = 0 en V ∀ λ

Por tanto, pi(x1, . . . , xn) = 0 en V , para todo i. En conclusión, V = (I)0, donde I es un ideal generado
por polinomios homogéneos. Es fácil ver el rećıproco, es decir, si V = (I)0 donde I es un ideal generado
por polinomios homogéneos, entonces para todo punto cerrado p = (α1, . . . , αn) ∈ V las rectas que
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60 Caṕıtulo 4. Desingularización de curvas

pasan por p y el origen están contenidas en V . En particular, las subvariedades homogéneas V ⊆ An

minimales son las rectas que pasan por el origen.
Diremos que el espacio proyectivo Pn−1 = ProjC[x1, . . . , xn] asociado a C[x1, . . . , xn] es el sub-

conjunto de An de los ideales primos de C[x1, . . . , xn] generados por polinomios homogéneos. Si
consideramos en Pn−1 la topoloǵıa inducida por An, tendremos que los puntos cerrados de Pn−1 se
corresponden con las variedades homogéneas de An de dimensión más pequeña, que son justamente
las rectas de An que pasan por el origen.

En Geometŕıa Proyectiva se demuestra que Pn−1 está recubierto por los subconjuntos Uh
xi

= {rectas
de Cn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ C} que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano xi = 0} y que
éstos se corresponden con los puntos del espacio af́ın An−1, del modo siguiente: El morfismo

An − {xi = 0} → An−1, (α1, . . . , αn) 7→ (
α1

αi
, . . . ,

αn

αi
)

tiene por fibras las rectas que pasan por el origen y no yacen en el hiperplano xi = 0, es decir, induce
la igualdad

Uh
xi

= {rectas λ(α1, . . . , αn) | αi 6= 0} An−1

λ(α1, . . . , αn) Â // (α1
αi

, . . . , αn

αi
)

En Álgebra Conmutativa, se prueba que Uh
xi

= { x ∈ ProjC[x1, . . . , xn] que no yacen en (xi)0} se
identifica con ProjC[x1, . . . , xn]xi ; y la composición de los morfismos morfismo

Uh
xi

� � // An − (xi)0 // An−1

(α1, . . . , αn) Â // (α1
αi

, . . . , αn

αi
)

C[x1, . . . , xn]xi
C[x1

xi
, . . . , xn

xi
]? _oo

induce un homeomorfismo Uh
xi

= ProjC[x1, . . . , xn]xi ' SpecC[x1
xi

, . . . , xn

xi
]. Además se prueba que

Pn−1 = ∪
i
Uh

xi
.

Procedamos con todo rigor y generalidad.

Definición 4.2.1. Diremos que un anillo R = ⊕
n∈Z

Rn es un álgebra graduada si los Ri son subgrupos

de R con la suma y si para cada ri ∈ Ri y rj ∈ Rj , entonces ri · rj ∈ Ri+j

Definición 4.2.2. Sea R = ⊕
n∈Z

Rn un álgebra graduada. Diremos que un ideal I ⊂ R de un álgebra

graduada es homogéneo si está generado por elementos homogéneos, es decir, I = (ij)j∈J con ij ∈ Rnj .

Ejercicio 4.2.3. Probar que un ideal I ⊆ R es homogéneo si cumple que si f = fs+fs+1+· · ·+fn ∈ I
(fi elemento homogéneo de grado i) entonces fi ∈ I para todo i.

Ejercicio 4.2.4. Probar que el conjunto de los elementos homogéneos de un ideal primo es un ideal
primo homogéneo. Probar que los ideales primos minimales de un anillo graduado son ideales primos
homogéneos.
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Llamaremos ideal irrelevante de R al ideal ( ⊕
n6=0

Rn).

Definición 4.2.5. Llamaremos espectro proyectivo de R, y lo denotaremos ProjR, al conjunto de
ideales primos homogéneos que no contienen al ideal irrelevante.

Evidentemente Proj R ⊂ Spec R. Consideraremos Proj R como espacio topológico con la to-
poloǵıa inicial heredada de la topoloǵıa de Zariski de Spec R. Si denotamos (f)h

0 a los ideales
primos homogéneos que contienen a f ∈ R y escribimos f = fn + fn+1 · · · + fm, es obvio que
(f)h

0 = (fn, . . . , fm)h
0 = (fn)h

0 ∩ · · · ∩ (fm)h
0 . Por tanto, una base de abiertos de la topoloǵıa de Proj R

son los abiertos

Uh
f = {x ∈ Proj R, f /∈ px}, (f homogéneo)

Si fm ∈ Rm es un elemento homogéneo, entonces Rfm es una álgebra homogénea, diciendo que el
grado de gn

fr
m
∈ Rfm

es n−mr, para cada gn ∈ Rn.

Definición 4.2.6. Diremos que un morfismo de álgebras φ : R → R′ graduadas es un morfismo
graduado de grado m ∈ N, si para cada fn ∈ Rn entonces φ(fn) ∈ R′nm.

Si φ : R → R′ es un morfismo graduado entonces el morfismo inducido φ∗ : Spec R′ → Spec R,
aplica ideales primos homogéneos en ideales primos homogéneos. Si suponemos que la imagen del
ideal irrelevante por φ no está contenido en más ideal primo homogéneo que los que contengan al
irrelevante, tenemos definido un morfismo

φ∗ : Proj R′ → Proj R, x 7→ φ∗(x), donde pφ∗(x) = φ−1(px)

Ejemplo 4.2.7. Sea φ : k[x0, x1, x2] → k[x0, x1, x2], φ(xi) =
∑
j

λijxj , de modo que |λij | 6= 0. Se

cumple que φ es un isomorfismo graduado de grado 1, que induce un isomorfismo φ∗ : P2 → P2.
Diremos que φ es un cambio de coordenadas homogéneo.

Proposición 4.2.8. 1. Se cumple que R → Rfm es un morfismo de grado uno y

Uh
fm

= Proj Rfm

2. Si I es un ideal homogéneo de R entonces R/I es es un álgebra graduada homogénea, de modo
que el morfismo R → R/I es un morfismo graduado de grado uno y

ProjR/I = (I)h
0

Demostración. Sólo es observar que las igualdades equivalentes conocidas con los espectros restringe
a los espectros proyectivos.

Dada un álgebra graduada R denotaremos por R0 a la subálgebra de R formada por los elementos
de grado cero de R.

Por sencillez supondremos a partir de ahora que R = R0[ξ0, . . . , ξn], donde cada ξi es de grado 1.

Teorema 4.2.9. Se verifica

1. ProjR =
n∪

i=0
(Proj R− (ξi)h

0 ).
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2. (Proj R− (ξi)h
0 ) '

∗
Spec R0[ ξ0

ξi
, . . . , ξn

ξi
], donde '

∗
es un homeomorfismo.

Demostración. 1. Proj R =
n∪

i=0
Uh

ξi
, ya que

n∩
i=0

(ξi)h
0 = (ξ0, . . . , ξn)h

0 = ∅ (pues (ξ0, . . . , ξn) es el ideal

irrelevante).
2. Hemos sobreentendido que R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi] es el subanillo obvio de R0[ξ0, . . . , ξn]ξi

= ⊕
n∈Z

ξn
i ·

R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi].
La composición de los dos morfismos naturales Proj R0[ξ0, . . . , ξn]ξi

↪→ Spec R0[ξ0, . . . , ξn]ξi
→

Spec R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi], p 7−→ (p ∩R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi]), va a ser el homeomorfismo buscado.
Es obvio que todo primo homogéneo p de R0[ξ0, . . . , ξn]ξi

está determinado por sus elementos
homogéneos de grado cero, es decir, por p∩R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi]. Es fácil comprobar que dado un ideal
primo q ⊂ R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi] entonces q ·R0[ξ0, . . . , ξn]ξi

= ⊕ξn
i · q es un ideal primo homogéneo de

R0[ξ0, . . . , ξn]ξi
. Con lo que obtenemos una biyección

ProjR0[ξ0, . . . , ξn]ξi

∗ Spec R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi]

p Â // p ∩R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi]

q ·R0[ξ0, . . . , ξn]ξi
qÂoo

A través de esta identificación (fn)h
0 = (fn/ξn

i )h
0
∗= (fn/ξn

i )0 en Spec R0[ξ0/ξi, . . . , ξn/ξi]. Es decir,
∗= es un homeomorfismo.

Diremos que Uh
ξi

es un abierto af́ın de Proj R.

Ejercicio 4.2.10. Consideremos Cn+1−{0}/ ∼, donde (α0, . . . , αn) ∼ (α′0, . . . , α
′
n) si (α′0, . . . , α

′
n) =

(λ · α0, . . . , λ · αn). Demostrar que la aplicación Cn+1 − {0}/ ∼→ ProjC[x0, . . . , xn], (α0, . . . , αn) 7→
(αixj − αjxi)ij es inyectiva de imagen los puntos cerrados de ProjC[x0, . . . , xn] = Pn(C).

Ejercicio 4.2.11. 1. Demostrar que el epimorfismo C[x0, x1, x2] → C[x0, x1, x2]/(x2
0 + x2

1 + x2
2)

define una inmersión cerrada ProjC[x0, x1, x2]/(x2
0 + x2

1 + x2
2) ↪→ P2

2. En cada uno de los abiertos “afines” de la curva proyectiva compleja plana ProjC[x0, x1, x2]/(x2
0+

x2
1 + x2

2) complementario de los cerrados (xi)h
0 , escribir las ecuaciones de la curva (“deshomoge-

neizar”).

3. Definir una curva proyectiva plana que en uno de los abiertos afines sea la curva plana “af́ın”
y + x2 = 0. ¿Corta la recta x = 0, a la curva y + x2 = 0, en algún punto del “infinito”?

Ejercicio 4.2.12. Demostrar que R0[ ξ0
ξi

, . . . , ξn

ξi
] ' R0[ξ0, . . . , ξn]/(ξi − 1) y que por tanto, Uh

ξi
'

(ξi − 1)0. Probar que Uh
ξi
× (A1 −{0}) = Uξi . Dar una interpretación geométrica de estos resultados.
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4.3 Explosión en un punto y desingularización

Definición 4.3.1. Sea A un anillo y p ⊂ A un ideal. Se llama dilatado de A en p, o anillo de Rees
de A en p, al anillo graduado

DpA = A⊕ p⊕ p2 ⊕ · · · ⊕ pn ⊕ · · ·

El morfismo natural ProjDpA → Spec A, q 7→ q ∩ A se denomina morfismo de explosión (o transfor-
mación cuadrática cuando p sea maximal), centrada en (p)0.

Proposición 4.3.2. Sea mx ⊂ A un ideal maximal. El morfismo de explosión de Spec A en x

π : Proj Dmx
A → Spec A

verifica

1. π−1(Spec A− x) π= Spec A− x.

2. π−1(x) = Proj GmxA. “La fibra de x es igual al espacio tangente en x de Spec A”.

Demostración. 1. Consideremos el morfismo A → A⊕mx ⊕ · · · . Dado ξ ∈ mx, tenemos que

π−1(Uξ) = Proj(A⊕mx ⊕ · · · )ξ = Proj(Aξ ⊕mxξ ⊕ · · · )
= Proj(Aξ ⊕Aξ ⊕ · · · ) = Proj Aξ[t] = Spec Aξ = Uξ

Ahora bien, como Spec A− x = ∪
ξ∈mx

Uξ obtenemos el punto 1.

2. Por ser x ∈ Spec A cerrado sabemos que

π−1(x) = Proj [(A⊕mx ⊕ · · · )/mx(A⊕mx ⊕ · · · )]
= Proj

[
(A⊕mx ⊕ · · · )/(mx ⊕m2

x ⊕ · · · )
]

= Proj(A/mx ⊕mx/m2
x ⊕ · · · ) = Proj GmxA

Observaciones: Dado y ∈ Spec A distinto de x, π−1(y) se corresponde con el punto de Proj DmxA
de ideal py ⊕ (py ∩mx)⊕ (py ∩m2

x)⊕ · · · , pues éste es un ideal primo homogéneo cuya imagen por π
es y.

Sea mx = (ξ1, . . . , ξn). DmxA = A⊕mx⊕ . . . es una álgebra graduada generada por sus elementos
de grado uno. Es decir, tenemos la igualdad A[ξ̃1, . . . , ξ̃n] = A ⊕ mx ⊕ . . ., ξ̃i 7→ (0, ξi, . . .). Dado
ξ ∈ mx, hemos probado que ProjDmxA − (ξ̃)h

0 = Spec A[ ξ̃1

ξ̃
, . . . , ξ̃n

ξ̃
]. Se cumple que A[ ξ̃1

ξ̃
, . . . , ξ̃n

ξ̃
] es

isomorfo, con el isomorfismo obvio, al anillo A[ ξ1
ξ , . . . , ξn

ξ ], que es el subanillo obvio de Aξ.

Ejercicio 4.3.3. Sea x ∈ An el “origen”. Probar que el morfismo de explosión de An en x

π : Proj DmxOAn → An

verifica

1. π−1(An − x) π= An − x.
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2. π−1(x) = Pn−1. “La fibra de x es igual a la proyectivización del cono tangente en x de An, que
coincide con el conjunto de direcciones en x”.

Dada una subvariedad C
i

↪→ An se tiene un epimorfismo natural DmxOAn → DmxOC , luego el
cuadrado conmutativo

C̃ = Proj DmxOC
i′
↪→ ProjDmxOAn = Ãn

↓ π ↓ π

C
i

↪→ An

Probar que si C es una recta, que pasa por el origen, entonces C̃
π= C y i′(π−1(x)) se identifica con

la dirección definida por C. Probar que si n = 2 y C es la curva nodal y2 − x2 + x3 = 0, entonces
i′(π−1(x)) se identifica con las dos direcciones definidas por las tangentes de C en x.

Teorema 4.3.4. Sea A un anillo semilocal (i.e., con un número finito de puntos cerrados), noetheria-
no, ı́ntegro, de dimensión 1. Sea mx un ideal maximal de modo que A/mx tenga infinitos elementos.
Se verifica

Proj Dmx
A = Spec A1

(anillo A1 que especificaremos).

Demostración. Escribamos mx = (ξ1, . . . , ξn). Consideremos el isomorfismo graduado

DmxA = A⊕mx ⊕m2
x ⊕ · · · def

A[ξ̃1, . . . , ξ̃n]

ξi ξ̃i
Âoo

Sabemos que dado ξ ∈ mx, Proj DmxA−(ξ̃)h
0 = Uh

ξ̃
= Spec A[ξ̃1/ξ̃, . . . , ξ̃n/ξ̃] = Spec A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ].

Para demostrar el teorema, basta encontrar ξ ∈ mx tal que (ξ̃)h
0 = ∅, es decir ξ̃ no se anula en ningún

punto cerrado de Proj DmxA. Por la proposición anterior (y observaciones) buscamos ξ ∈ mx de modo
que

1. ξ̃ no se anule en ningún punto cerrado de ProjDmxA − π−1(x) = Spec A − x. Es decir, si
denotamos por y1, . . . , yr los puntos cerrados de Spec A distintos de x, buscamos ξ /∈ mx ∩ myi

para todo i. “Geométricamente, buscamos un parámetro que pase por x y no por los yi”.

2. ξ̃ no se anule en ningún punto cerrado de π−1(x) = Proj GmxA. Ahora bien, GmxA es un anillo
que en el “origen” tiene la misma dimensión que A en x, que es 1. Por tanto, como los ideales
primos homogéneos de GmxA están incluidos estrictamente en el ideal de funciones que se anulan
en el “origen” (ideal irrelevante), son ideales minimales, luego un número finito. En conclusión,
siguiendo las notaciones de las observaciones anteriores, si denotamos pxi = 0⊕pxi1⊕pxi2⊕· · ·
los ideales primos homogéneos de GmxA, buscamos ξ ∈ mx de modo que ξ̄ /∈ pxi1 ⊂6= mx/m2

x.

“Geométricamente, buscamos un parámetro que pasa por x transversalmente”.

Sea ē ∈ mx/m2
x ⊂ A/m2

x tal que ē /∈ pxi1 para todo i (existe porque la unión de los subespacios
propios pxi1 no puede ser todo mx/m2

x, ya que A/mx tiene infinitos elementos). Consideremos ahora
el morfismo

φ : A → A/m2
x ×A/my1 × · · · ×A/myn , a 7→ (ā, ā, . . . , ā)
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que es epimorfismo, como se comprueba localmente. Si ξ ∈ mx es tal que φ(ξ) = (ē, 1, . . . , 1), entonces
es el parámetro buscado.

Observaciones: El anillo A1 = A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ] del teorema no depende de la elección del
parámetro ξ: Dado ξ′ tal que (ξ̃′)h

0 = ∅ en Proj Dmx
A, entonces (ξ′/ξ)0 = ∅ en Spec A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ].

Luego ξ′/ξ es invertible y A[ξ1/ξ′, . . . , ξn/ξ′] ⊆ A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ]ξ′/ξ = A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ]. Por simetŕıa
tenemos la inclusión A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ] ⊆ A[ξ1/ξ′, . . . , ξn/ξ′] inversa, con lo que concluimos la igualdad.

El ideal mxA1 = (ξ1, . . . , ξn) ·A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ] = ξA1.

Definición 4.3.5. El anillo A1 del teorema anterior se llama anillo de la transformación cuadrática.
o anillo de la explosión (en x).

Lema 4.3.6. Con las notaciones e hipótesis del teorema anterior, se verifica que A = A1 ⇔ el punto
cerrado x en el que estamos explotando es no singular.

Demostración. ⇒)mx = mxA1, el cual es principal.
⇐) Proj conmuta con localizaciones. En el complementario de x, A y A1 son isomorfos. Locali-

cemos en x, mx = (ξ). Entonces Proj DmxA = Uh
ξ̃

= Spec A[ξ/ξ] = Spec A, luego A1 = A.

Lema 4.3.7. Si Ov es un anillo de valoración que contiene a A entonces A1 ⊆ Ov. Por tanto, el
morfismo A ↪→ A1 es finito.

Demostración. Escribamos mx = (ξ1, . . . , ξn) y DmxA = A[ξ̃1, . . . , ξ̃n]. Tenemos que Proj DmxA =
∪
i
Spec A[ξ1/ξi, . . . , ξn/ξi]. Sea ξ ∈ mx de modo que Proj DmxA = Spec A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ], es decir,

A1 = A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ]. Observemos que

A[ξ1/ξi, . . . , ξn/ξi]
ξ/ξi invert.

= A[ξ1/ξi, . . . , ξn/ξi]ξ/ξi
= A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ]ξi/ξ

= A1ξi/ξ

Aśı pues, si Ov contiene a algún A[ξ1/ξi, . . . , ξn/ξi] contiene a A1.
Sea ξj/ξi tal que v(ξj/ξi) sea máxima para todo i, j. Entonces v(ξk/ξi) ≥ 0 para todo k: Si

v(ξk/ξi) < 0 ⇒ v(ξi/ξk) > 0 ⇒ v(ξj/ξi) < v(ξj/ξi) + v(ξi/ξk) = v(ξj/ξi · ξi/ξk) = v(ξj/ξk), lo que es
contradictorio.

Por tanto, A[ξ1/ξi, . . . , ξn/ξi] ⊆ Ov y A1 ⊆ Ov. Como consecuencia, el morfismo A ↪→ A1 es
entero y como A1 = A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ] el morfismo es finito.

Teorema 4.3.8. Sea A un anillo semilocal, noetheriano, ı́ntegro, de dimensión 1. Si el cierre entero
de A en su cuerpo de fracciones es un A-módulo finito, entonces dicho cierre entero se alcanza por
un número finito de explosiones en puntos cerrados.

Demostración. Sea x un punto singular de Spec A. Por el lema 4.3.6, sabemos que A está incluido
estrictamente en A1. Por el lema 4.3.7 sabemos que A1 está incluido en el cierre entero Ā de A en su
cuerpo de fracciones. Aśı pues, tenemos A ⊂

6=
A1 ⊆ Ā.

Procediendo del mismo modo con A1, tendremos A ⊂
6=

A1 ⊂6= A2 ⊆ Ā. Como Ā es un A-módulo

finito y A es noetheriano, este proceso es finito y terminará cuando An = Ā.
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Definición 4.3.9. La fibra en el morfismo de explosión del punto por el que se explota se denomina
fibra excepcional. En las condiciones y notaciones del teorema anterior si consideramos la cadena

Spec Ā = Spec An →
πn

Spec An−1 →
πn−1

· · · → Spec A1 →
π1

Spec A

a la cadena correspondiente de fibras excepcionales es un orden finito arbolado que se conoce como
árbol de explosión de A.

4.4 Multiplicidad de un punto singular

Definición 4.4.1. Se llama multiplicidad de un anillo local noetheriano Ox de dimensión r, al co-
eficiente de mayor grado de su polinomio de Samuel multiplicado por el factor r!. Lo denotaremos
mx(Ox).

Ejemplo 4.4.2. Los anillos locales regulares son de multiplicidad 1: Si O es un anillo local regular
de ideal maximal mx, sabemos que GmxO = O/mx[x1, . . . , xm] y el polinomio de Samuel es SO(n) =(
n+m−1

m

)
= 1

m!n
m + . . .. Por tanto, mx(O) = 1

m! ·m! = 1.

Ejemplo 4.4.3. Sea X es una hipersuperficie de Am definida por un polinomio p(x1, . . . , xm) =
pr(x1, . . . , xm) + · · · + ps(x1, . . . , xm) que escribimos como suma de polinomios homogéneos. Por la
proposición anterior, la sucesión

0 → Gm0k[x1, . . . , xm]
·pr(x1,...,xm)−→ Gm0k[x1, . . . , xm] −→ Gm0OX → 0

es exacta. Por tanto, el polinomio de Samuel de X en el origen 0 es

SOX,0(n) =
(

m + n− 1
m

)
−

(
m + n− 1− r

m

)
=

r

(m− 1)!
nm−1 + · · ·

Luego la multiplicidad de X en el origen es igual r.
En el caso particular de que X sea una curva plana entonces

SOX,0(n) = r · n− r(r − 1)
2

siendo r la multiplicidad de X en el origen.
Supongamos ahora que Ox es un anillo local noetheriano de multiplicidad mx(Ox). Sea f ∈ Ox

tal que f ∈ mr
x − mr+1

x y fr = f̄ ∈ mr
x/mr+1

x no sea un divisor de cero en GmxOx. Se cumple que
mx(Ox/(f)) = r ·mx(Ox): Consideremos la sucesión exacta

0 → GmxOx
·fr−→ GmxOx −→ Gmx(Ox/(f)) → 0

Por tanto, SOx/(f)(n) = SOx(n)− SOx(n− r) y un sencillo cálculo demuestra lo requerido.

Lema 4.4.4 (de estabilidad del ideal). Sean A, mx, A1 como en el teorema 4.3.4, y A → A1 el
morfismo de explosión. Para todo s >> 0 se verifica ms

x = ms
x ·A1.

Demostración. Sea mx = (ξ1, . . . , ξn) y ξ ∈ mx tal que A1 = A[ξ1/ξ, . . . , ξn/ξ]. Un sistema generador
de A1 como A-módulo lo forman los elementos de la forma ξ

α1
1 ···ξαn

n

ξα1+···+αn . Como A1 es un A-módulo

finito, para un s >> 0 tendremos que A1 = {ps(ξ1,...,ξn)
ξs : ps polinomios homogéneos de grado s}.

Observando que mx ·A1 = ξA1, tendremos que ms
x ·A1 = ξsA1 ⊆ ms

x.
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Observación: Si A es el anillo local de una curva plana en un punto racional, puede tomarse s
igual a la multiplicidad de A menos uno (véase).

Notación 4.4.5. A partir de ahora los anillos considerados serán siempre k-álgebras de tipo finito,
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado.

Si A es una k-álgebra de tipo finito sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y M es un A-módulo
de longitud finita, se verifica que lA(M) = dimk M porque toda cadena irrefinable de A-submódulos
de M tiene como factores A-módulos simples, que son isomorfos a A/m, siendo m un ideal maximal,
y A/m ' k.

Sea X = Spec B = {x1, . . . , xn} una variedad algebraica de dimensión cero. Diremos que dimk B
es el número de puntos de X contando multiplicidades. Observemos que B = Bx1 × · · · ×Bxn

y por
tanto dimk B =

∑
i

dimk Bxi
. Diremos que dimk Bxi

es la multiplicidad con la que aparece xi en X.

Si denotamos (X) el número de puntos, contando multiplicidades, de X y (X)xi
la multiplicidad con

la que aparece xi en X, tenemos que

(X) =
∑

xi∈X

(X)xi

Teorema 4.4.6. Sean A, mx y A1 como en el teorema 4.3.4. El coeficiente de grado uno del polinomio
de Samuel de A, es decir, la multiplicidad de A en x es igual al número de puntos de la fibra excepcional
(contando multiplicidades). El coeficiente de grado cero del polinomio de Samuel de A es igual a
−lA(A1/A).

Demostración. Por el lema de estabilidad para n >> 0 se tiene la sucesión exacta

0 → A/mn
x → A1/mn

xA1 → A1/A → 0

Tomando longitudes tenemos SAx(n) = lA(A1/mn
xA1) − lA(A1/A) = lA(A1/mxA1)n − lA(A1/A),

porque mxA1 es principal. Por tanto, mx(A) = lA(A1/mxA1) y SAx(0) = −lA(A1/A).

Corolario 4.4.7. Sea A como en el teorema 4.3.4. Sea Ā su cierre entero en su cuerpo de fracciones.
Sea A → A1 → · · · → An = Ā, la cadena de las sucesivas explosiones; digamos que Ai+1 es la explosión
de Ai en yi. Se cumple

lA(Ā/A) = −
∑

yi∈árb.expl.

SAi,yi
(0)

Demostración. lA(Ā/A) es el número de eslabones de las series de composición de A-módulo que
comienzan en A y terminan en Ā. Si consideramos la sucesión A → A1 → · · · → An = Ā, tendremos
que lA(Ā/A) =

∑
i

lA(Ai+1/Ai).

Ahora ya,

lA(Ā/A) =
∑

i

dimk(Ai+1/Ai) = −
∑

y∈árb.expl.

SAi,yi
(0)

donde la última igualdad es consecuencia de la proposición anterior.

Corolario 4.4.8. Si A es el anillo local de una curva plana, entonces

lA(Ā/A) =
∑

y∈árb.expl.

my(my − 1)
2

donde denotamos por my la multiplicidad del punto y.
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Demostración. Los anillos locales de los puntos del árbol de explosión de A son anillos locales de
curvas planas. Ahora ya, se concluye por el teorema y corolario anterior, y el cálculo del ejemplo
anterior.

En conclusión, el número de puntos, contando multiplicidades, que aparece en la fibra de un punto
de una curva plana sobre un cuerpo algebraicamente cerrado, en el morfismo de desingularización, es
1 +

∑
y∈árb.expl.

my(my−1)
2 .

4.5 Multiplicidad de intersección de una curva con una hiper-
superficie

Lema 4.5.1. Sea A ↪→ B un morfismo de anillos ı́ntegros, tal que B/A es un A-módulo de longitud
finita. Si a ∈ A es tal que A/aA y B/aB son A-módulos de longitud finita entonces lA(A/aA) =
lA(B/aB).

Demostración. Empecemos observando que el morfismo B/A
a→ aB/aA, b̄ 7→ ab, es un isomorfismo.

Por tanto, lA(aB/aA) = lA(B/A). Si consideramos el cuadrado conmutativo

aA� _

²²

� � // A� _

²²
aB
� � // B

tendremos que lA(aB/aA) + lA(B/aB) = lA(B/aA) = lA(B/A) + lA(A/aA), y por lo tanto que
lA(A/aA) = lA(B/aB).

Definición 4.5.2. Si X es una curva de un espacio af́ın Am y H ≡ p(x1, . . . , xm) = 0 una hipersu-
perficie que no pasa por ninguna componente de X, entonces X ∩H es un número finito de puntos.
Se llama multiplicidad de intersección de X con H en un punto x de X al número (X ∩H)x.

Llamaremos número de puntos de corte de C con H, contando multiplicidades al número (C ∩H).

Teorema 4.5.3. Sea C una curva y H una hipersuperficie de un espacio af́ın An, sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado. La multiplicidad de intersección de C y H en un punto x es el producto de
las multiplicidades de C y H en x más las multiplicidades de intersección en los puntos de la fibra
excepcional de las explosiones de C y H.

Demostración. Consideremos el diagrama de las variedades explotadas en x

C̃ −−−−→ Ãn ←−−−− H̃yπ′
yπ

yπ′′

C −−−−→ An ←−−−− H

Supongamos que x es el “origen”. Sea ξ un parámetro transversal a C en x. Sabemos que C̃ ⊂
SpecOAn [x1/ξ, . . . , xn/ξ] = Uh

ξ̃
⊂ Ãn y si H ≡ p = pr +· · ·+pn = 0 (con pi polinomios homogéneos de

grado i) la ecuación de H̃ ∩Uh
ξ̃

es p′ = p/ξr = pr(x1/ξ, . . . , xn/ξ) + · · ·+ ξs−rps(x1/ξ, . . . , xn/ξ) = 0.
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Si denotamos por O1 al anillo de la explosión de OC,x en x, tenemos

(C ∩H)x = l(OC,x/(p)) =
4.5.1

l(O1/(p)) = l(O1/(ξr · p′))

= r · l(O1/(ξ)) + l(O1/p′) =
4.4.6

mx(H) ·mx(C) +
∑

y∈ciclo.exc.
=π−1(x)

(C̃ ∩ H̃)y

Corolario 4.5.4. La multiplicidad de intersección, de una curva con una hipersuperficie en un punto,
es mayor o igual que el producto de sus multiplicidades en dicho punto, siendo igual precisamente si
sus espacios tangentes no tienen parte común en dicho punto. En este caso, se dice que se cortan
transversalmente y, en el otro, que son tangentes en el punto.

Demostración. Sigamos las notaciones de la demostración anterior. Consideramos los morfismos

TxC = Proj GmxOC,x
||

Proj k[ξ1,...,ξn]

↪→ TxAn
||

π−1(x)=Proj k[x1,...,xn]

←↩ TxH
||

Proj k[x1,...,xn]/(pr)

Tenemos por la fórmula final de la demostración anterior que la multiplicidad de intersección, de una
curva con una hipersuperficie en un punto es igual al producto de sus multiplicidades en dicho punto
si y sólo si

∑
y∈ciclo.exc.

=π−1(x)

(C̃ ∩ H̃)y = 0, que equivale a que TxC ∩TxH es vaćıo. En caso contrario, la mul-

tiplicidad de intersección, de una curva con una hipersuperficie en un punto, es mayor estrictamente
que el producto de sus multiplicidades en dicho punto.

Corolario 4.5.5. La multiplicidad de una curva en un punto es igual a la multiplicidad de intersección
de la curva explotada con el ciclo excepcional. La multiplicidad de una curva en un punto es mayor
o igual que la suma de las multiplicidades de los puntos de la curva explotada que yacen en la fibra
excepcional, y es igual si y sólo si el ciclo excepcional es transversal a la curva explotada en todos los
puntos de corte.

Demostración. Sea A el anillo local de la curva en el punto dado, digamos x. Sea A1 el anillo de
la explosión de la curva. Sea ξ un parámetro regular transversal a la curva en el punto. Tenemos
que A/(ξ) es el anillo de la intersección de la curva con la hipersuperficie ξ = 0, y su longitud es
justamente la multiplicidad de la curva. A1/(ξ) es el anillo de la intersección de la curva explotada
con el ciclo excepcional. Ahora ya, como l(A/(ξ)) = l(A1/(ξ)), concluimos.

4.6 Teoremas de Bézout y Max Noether

Si C es una curva proyectiva del espacio proyectivo Pn(k) y H es una hipersuperficie que no pasa
por ninguna componente de C, entonces C ∩ H es un número finito de puntos. Existe, por tanto,
un hiperplano H ′ que no pasa por esos puntos. Aśı pues, C ∩ H está incluido en el espacio af́ın,
An = Pn −H ′. Deshomogeneizando tenemos que C ∩H = Spec A. Diremos que el número de puntos
de corte de C con H, que denotaremos (C ∩H), es el número dimk A. Número que no depende de la
elección de H ′ y es estable por cambios de cuerpo base.
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Teorema 4.6.1 (de Bézout). El número de puntos de corte, contando multiplicidades, de dos curvas
proyectivas planas, sin componentes comunes, de grados r, r′ es r · r′.
Demostración. Podemos suponer que el cuerpo es algebraicamente cerrado. Podemos suponer que
el hiperplano del infinito x0 = 0 no pasa por ninguno de los puntos de la intersección de las curvas,
llamémoslas C,C ′.

Escribamos C = Proj k[x0, x1, x2]/(pr(x0, x1, x2)), C ′ = Proj k[x0, x1, x2]/(pr′(x0, x1, x2)). Sea
p(x, y) = pr(x0,x1,x2)

xr
0

y p′(x, y) = pr′ (x0,x1,x2)

xr′
0

. Tenemos que probar que dimk k[x, y]/(p(x, y), p′(x, y)) =

r · r′.
Denotemos S = k[x0, x1, x2]/(pr, pr′). S/(x0) es una k-álgebra finita, porque su espectro primo es

el ideal irrelevante ya que su espectro proyectivo es el vaćıo. Consideremos la sucesión exacta

0 → Ker x0· → S
x0·→ S → S/(x0) → 0

Para n >> 0, dimk Sn es constante y [S/(x0)]n = 0, luego [Ker x0·]n = 0. Ahora ya

k[x, y]/(p(x, y), p′(x, y)) = [Sx0 ]0 = ∪
i

Si

xi
0

=
Sn

xn
0

' Sn

y obtenemos que dimk k[x, y]/(p(x, y), p′(x, y)) = dimk Sn.
Denotemos A = k[x0, x1, x2]. La sucesión

0 // A // A⊕A // A // k[x0, x1, x2]/(pr, pr′) // 0

q Â // (pr′ · q,−pr · q) q Â // q̄

(q, q′) Â // pr · q + pr′ · q′

es exacta. Si denotamos A[−n] por el anillo k[x0, x1, x2], pero donde decimos que un polinomio
homogéneo de grado m, pm(x0, x1, x2) tiene grado m + n, entonces podemos escribir la anterior
sucesión exacta como la siguiente sucesión (la misma salvo la nueva convención en los grados), de
modo que los morfismos aplican elementos de grado m en elementos de grado m:

0 → A[−r − r′] → A[−r]⊕A[−r′] → A → k[x0, x1, x2]/(pr, pr′) → 0

Grado a grado la sucesión es exacta. Por tanto,

dimk(k[x0, x1, x2]/(pr, pr′))m) =
(

m + 2
2

)
+

(
m + 2− r − r′

2

)
−

(
m + 2− r

2

)
−

(
m + 2− r′

2

)
= r ·r′

para m ≥ r + r′.

Ahora vamos a demostrar el teorema de Max Noether, con el que se podrán resolver múltiples
problemas geométricos, como los teoremas de Pascal y Pappus.

Dado un ideal homogéneo (pn(x0, x1, x2)) ⊆ k[x0, x1, x2] y un punto x ∈ P2 − (xi)h
0 denotaremos

[pn(x0, x1, x2)]x =
Not.

(pn(x0/xi, x1/xi, x2/xi))x ⊆ k[x0/xi, x1/xi, x2/xi]x. Puede comprobarse que si

x ∈ P2−(xj)h
0 , entonces k[x0/xi, x1/xi, x2/xi]x = k[x0/xj , x1/xj , x2/xj ]x y (pn(x0/xi, x1/xi, x2/xi))x =

(pn(x0/xj , x1/xj , x2/xj))x.
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Teorema 4.6.2 (Max Noether). Sean pi ∈ k[x0, x1, x2] polinomios homogéneos (i = 1, 2, 3). Con-
sideremos las curvas proyectivas planas Ci ≡ pi = 0. Supongamos que C1, C2 no tienen componentes
comunes. Existe una ecuación

p3 = a · p1 + b · p2

con a, b polinomios homogéneos de grados gr a = gr p3 − gr p1, gr b = gr p3 − gr p2, si y sólo si para
todo x ∈ C1 ∩ C2 se verifica que [p3]x ⊆ [p1]x + [p2]x.

Demostración. Es obvio que si p3 = a · p1 + b · p2 entonces [p3]x ⊆ [p1]x + [p2]x. Veamos con el
rećıproco.

Por cambio homogéneo de coordenadas, podemos suponer que x0 = 0 no pasa por ningún punto
de C1 ∩ C2, es decir, p1(0, x1, x2) es primo con p2(0, x1, x2). Sabemos que

p3

xn3
0

= a · p1

xn1
0

+ b · p2

xn2
0

Tenemos homogeneizando que xr
0 · p3 = a′p1 + b′p2. Sea r mı́nimo en las igualdades de esta forma.

Si r > 0, entonces 0 = a′(0, x1, x2)p1(0, x1, x2) + b′(0, x1, x2)p2(0, x1, x2). Por tanto, a′(0, x1, x2) =
h · p2(0, x1, x2) y b′(0, x1, x2) = −h · p1(0, x1, x2). Luego a′′ = a′− h · p2, b′′ = b′ + h · p1 son divisibles
por x0 y xr

0 · p3 = a′′p1 + b′′p2. Dividiendo en esta igualdad por x0 llegamos a contradicción, porque
r − 1 < r.

En conclusión,
p3 = a · p1 + b · p2

En cuanto a los grados de a y b es fácil demostrar que se puede suponer que cumplen lo requerido.

Proposición 4.6.3. Sean Ci curvas proyectivas planas definidas por polinomios homogéneos pi ∈
k[x0, x1, x2] (i = 1, 2, 3). Supongamos que C1, C2 no tienen componentes comunes. Supongamos el
cuerpo base k es algebraicamente cerrado. C3 verifica las condiciones de Noether en un punto cerrado
x ∈ C1 ∩ C2, es decir, [p3]x ⊆ [p1]x + [p2]x si

1) C1 y C2 son simples en x, se cortan transversalmente en x y x ∈ C3.
2) El punto x es un punto simple de C1 y (C1 ∩ C3)x ≥ (C1 ∩ C2)x (es decir, la multiplicidad de

intersección de C3 con C1 en x es mayor o igual que la multiplicidad de intersección de C2 con C1

en x).
3) C1 y C2 poseen tangentes distintas y mx(C3) ≥ mx(C1) + mx(C2)− 1.

Demostración. Como la proposición es local, podemos suponer que las curvas Ci son curvas planas
afines de ecuaciones pi(x, y) = 0.

1) Por las hipótesis (k[x, y]/(p1, p2))x = k. Por tanto, si denotamos mx el ideal maximal de las
funciones que se anulan en x, tenemos que mx = (p1, p2)x, luego (p3)x ⊂ (p1, p2)x.

2) Si x es un punto simple de C1, entonces mx = (t) en (k[x, y]/(p1(x, y)))x. Además, (pi(x, y)) =
(t(Ci∩C1)x). Por tanto, (p3(x, y)) ⊆ (p2(x, y)), luego (p3)x ⊂ (p1, p2)x.

3) Vamos a usar del lema de estabilidad para curvas planas, que dice si OC1,x → ÕC1,x es el
morfismo de explosión en el punto x entonces m

mx(C1)−1
x = m

mx(C1)−1
x · ÕC1,x

Por otra parte, si ξ es un parámetro transversal a C1 en x, por el que explotamos, tenemos que
p2(x, y) · ÕC1,x = p′(x/ξ, y/ξ) · ξmx(C2) · ÕC1,x = ξmx(C2) · ÕC1,x porque C1 y C2 no tienen tangentes
comunes en x. Por tanto, p2(x, y) · ÕC1,x = m

mx(C2)
x · ÕC1,x.

Con todo,
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p3(x, y) ∈ mmx(C3)
x ⊂ mmx(C1)+mx(C2)−1

x = mmx(C2)
x ·mmx(C1)−1

x

= mmx(C2)
x ·mmx(C1)−1

x · ÕC1,x = p2(x, y) ·mmx(C1)−1
x · ÕC1,x

= p2(x, y) ·mmx(C1)−1
x ⊂ p2(x, y)OC1,x

por lo que (p3)x ⊂ (p1, p2)x ∈ k[x, y].

4.7 Ramas anaĺıticas

Sea O un anillo noetheriano ı́ntegro local de dimensión 1, de modo que el cierre entero en su cuerpo
de fracciones sea un O-módulo finito. Denotemos mx su ideal maximal.

Definición 4.7.1. Se llaman ramas anaĺıticas deO en x a los ideales primos minimales del completado
Ô de O para la topoloǵıa mx-ádica.

Teorema 4.7.2. Sea Ō el cierre entero de O en su cuerpo de fracciones Σ. Denotemos por y1, . . . , ys

los puntos cerrados de Spec Ō. Se verifica que

Ō ⊗O Ô =
s⊕

i=1
( lim
←
n

(Ōyi/mn
yi

))

Por tanto, existe una correspondencia biuńıvoca entre el espectro minimal de ̂̄O = Ō ⊗O Ô y el
espectro maximal de Ō.

Demostración. Se tiene que

̂̄O = lim
←
n

Ō/mn
x = lim

←
n

(
s⊕

i=1
(Ō/mn

x)yi) =
s⊕

i=1
( lim
←
n

(Ōyi/mn
xŌyi))

=
s⊕

i=1
( lim
←
n

(Ōyi/mn
yi

))

donde la última igualdad se debe a que para s >> 0 ms
y ⊂ mxŌyi .

Ahora bien, Ōyi es un anillo local regular de dimensión 1, luego lim
←
n

(Ōyi/mn
yi

) también. Por tanto,

este último, tiene un sólo ideal primo maximal y un sólo ideal primo minimal. Hemos concluido.

Considerese la sucesión exacta 0 → O → Ō → C → 0. Completando se obtiene 0 → Ô → ̂̄O →
Ĉ → 0. Se verifica que Ĉ = C ya que C es un O-módulo finito de soporte x. En particular, si py es un
ideal primo mı́nimo de Ô, entonces Ĉy = 0, luego Ôy = ̂̄Oy.

Teorema 4.7.3. Hay una correspondencia biuńıvoca entre las ramas anaĺıticas y valoraciones de Σ
que dominan a O, esto es, entre el espectro minimal de Ô y el maximal de Ō.

Demostración. Si py es un ideal primo minimal de Ô, la fibra de y por el morfismo Spec ̂̄O → Spec Ô es
el espectro de ̂̄Oy/py

̂̄Oy = Ôy/pyÔy por el comentario anterior. Luego, la fibra de y es un sólo punto
que habrá de ser minimal. Por tanto, el espectro minimal de Ô está en correspondencia biuńıvoca
con el espectro minimal de ̂̄O. Por el teorema anterior, se sigue que hay una correspondencia entre el
espectro minimal de Ô y el maximal de Ō.
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Ejemplo 4.7.4. Sea C una curva plana p(x, y) = 0 y x el origen. Se tiene que OC,x = k[x, y]/(p) y
ÔC,x = k[[x, y]]/(p).

Se sabe que k[[x, y]] es un anillo de factorización única (como todo anillo local regular). Por tanto,
p descompone en producto de series irreducibles p = f1 · · · fr, diferentes entre śı porque Ô no tiene
nilpotentes porque ̂̄O, que es producto de anillos regulares, no los tiene.

Aśı pues, las ramas anaĺıticas pueden ser interpretadas como las series en las que p factoriza.

4.7.1 Poĺıgono de Newton

Consideremos la curva plana p(x, y) =
∑

aijx
iyj , a00 = 0 que pasa por el origen. Las ecuaciones de

las distintas ramas de la curva son de la forma x = tn, y = tm · (a0 + ṫ), a0 6= 0 n,m > 0. Quiero
calcular n,m con la ayuda del poĺıgono de Newton.

Tendremos que 0 = p(tn, tm(a0 + ṫ)) =
∑

aijt
ni+mj · (a0 + ṫ)j . Sea (i1, j1), con ai1j1 6= 0 tal que

ni1 + mj1 = r sea mı́nimo. Si la ecuación anterior se cumple entonces
∑

ni+mj=r

aija
j
0 = 0

Por tanto, la recta nx + my = r pasa por dos o más puntos (ik, jk), con aikjk
6= 0 y para los demás

puntos (i, j), con aij 6= 0, ni + mj > r.
Es decir, si dibujamos en el plano los puntos (i, j), con aij 6= 0, la recta nx + my = r (n,m > 0)

pasa por dos o más de estos puntos y los demás quedan por encima de esta recta. El conjunto de las
rectas con estas propiedades se denomina poĺıgono de Newton de p(x, y) = 0.

Rećıprocamente, sea nx + my = r (o ncx + mc = rc, con c > 0), n,m > 0 una recta del poĺıgono.
Sea a0 6= 0 una solución de la ecuación

∑
ni+mj=r aija

j
0 = 0. La curva

q(t, z) = t−r · p(tn, tm(a0 + z))

se anula en el origen y tendremos que t = uc, z = u̇ = s(u) ∈ k[[u]], luego x = unc e y = umc·(a0+s(u)).
Observemos que hemos dado un procedimiento recursivo para calcular las ramas.

4.8 Puntos cuspidales y contacto maximal

Definición 4.8.1. Un punto de una curva se llama cuspidal si el cierre entero Ō del anillo local O
de la curva en el punto es un anillo local.

Teorema 4.8.2. Sea C una curva plana sobre un cuerpo algebraicamente cerrado y x ∈ C un punto
cuspidal. Existe un número natural cx > 0, llamado contacto maximal con la curva C en la cúspide
x, con las siguientes propiedades:

1. La multiplicidad de intersección en x de la curva con otra curva regular en x, no excede al
contacto maximal, i.e., (C ∩ C ′)x ≤ cx.

2. La igualdad se verifica si y sólo si (C ∩C ′)x no es múltiplo de la multiplicidad r de la curva en
x.

Demostración. Como el anillo de la explosión O1 es local, y la multiplicidad de O en x es la multi-
plicidad de intersección de la fibra excepcional con O1, tenemos que la multiplicidad de O es mayor
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estrictamente que la de O1 si y sólo si la fibra excepcional es tangente a la explosión de la curva (en
x).

Aśı pues, si On es el primer anillo de la cadena de dilataciones, cuya multiplicidad r′ es menor
estrictamente que la de O, se tienen dos posibilidades:

1. Para algún i ≤ n, las explosiones i-esimas Ci y C ′i de C y C ′ no se cortan. En este caso,
(C ∩ C ′)x = l · r, siendo l el primero de tales ı́ndices.

2. En otro caso, (C ∩C ′)x = n · r +(Cn ∩C ′n)x. Ahora bien, Cn es tangente a la fibra excepcional,
pues la multiplicidad ha descendido. Por otra parte, C ′n no puede ser tangente a la fibra
excepcional, pues C ′n−1 es regular (porque C ′ es regular) y la multiplicidad no puede descender
al explotar. En conclusión, Cn y C ′n son transversales y (C ∩ C ′)x = n · r + r′.

Por último, sea C ′ aquella curva que al explotar n-veces es una curva C ′n regular en el punto
considerado y corta transversalmente a Cn (existe).

Tenemos que C ′ es regular en x: la explosión de C ′n−1, C ′n es transversal a la fibra excepcional,
pues lo es a Cn, luego C ′n−1 es regular. Por otra parte, C ′i, para i ≤ n − 1 es tangente a Ci, luego
transversales a las fibras excepcionales correspondientes. Por tanto, C ′i es regular.

Además (C ∩ C ′)x = n · r + r′.
Con todo, n · r + r′ es el contacto maximal y verifica las propiedades exigidas.

Sea O el anillo local de una curva en un punto cuspidal de multiplicidad m. Supongamos que el
cuerpo base es algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero.

Como Ō es local entonces ̂̄O = k[[t]], siendo t un parámetro de O. Si f ∈ m − m2 es transversal
entonces m = l(O/(f)) = l(Ō/(f)) = l( ̂̄O/(f)). Por tanto, f = λ · tm, siendo λ una serie formal
invertible. Por las hipótesis hechas sobre el cuerpo λ tiene ráız n-ésima µ en ̂̄O = k[[t]]. Si definimos
t̄ = µ · t se verifica que ̂̄O = k[[t̄]] y f = t̄n. Aśı pues, todo elemento de ̂̄O (y por tanto de O) admite
un desarrollo en serie formal en t̄ = n

√
f conocido como desarrollo de Puiseux de dicho elemento.

En particular, si O = k[x̄1, . . . , x̄n], donde x1 = 0 es transversal a SpecO, cada x̄i admite un
desarrollo de Puiseux x̄i =

∑
j≥0

aj( n
√

x̄1)j , con aj ∈ k.

4.8.1 Desingularización de curvas planas v́ıa el contacto maximal

Para demostrar que las curvas desingularizan mediante un número finito de explosiones, el argumento
principal ha sido la finitud del cierre entero. En este apartado vamos a demostrar, dada una curva
plana, la existencia de curvas de “contacto maximal”. Es decir, dada una curva y un punto de ella,
existe una curva regular, que pasa por el punto, con multiplicidad de corte con la curva dada, en el
punto dado, máxima. Esta curva, verificará que pasa por el punto y los puntos de las sucesivas fibras
excepcionales siempre que no bajen de multiplicidad. Como la multiplicidad de corte de dos curvas es
finita (siempre que no tengan componentes comunes) obtendremos que la multiplicidad de una curva
en un punto habrá de bajar después de un número finito de explosiones. Aśı podremos demostrar la
desingularización de las curvas planas por un número finito de explosiones.

La razón fundamental de la introducción de este apartado es que las técnicas e ideas aqúı desarro-
lladas para la desingularización de curvas planas serán básicamente las que utilizaremos más tarde
para la desingularización de superficies.

En este apartado supondremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero.
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Lema 4.8.3. Sea p(x, y) = 0 una curva de multiplicidad m en un punto p y sea D : k[x, y] → k[x, y]
una derivación. Entonces la curva Dp(x, y) = 0 tiene multiplicidad mayor o igual que m− 1.

Demostración. Denotemos C ≡ p(x, y) = 0, mp(C) = m si y sólo si p(x, y) ∈ mm
p −mm+1

p . Por tanto,
p(x, y) =

∑
fi1 · · · fim , con fij ∈ mp. Aśı pues, Dp(x, y) =

∑
fi1 · · ·Dfij · · · fim ∈ mm−1

p . Con lo que
concluimos.

Observación 4.8.4. El lema sigue siendo cierto para operadores diferenciales de orden 1, es decir, para
D = h + D0, D(p) =

def
h · p + D0p (con h ∈ k[x, y] y D0 derivación).

Lema 4.8.5. Con las notaciones anteriores, existe una derivación D, tal que Dp(x, y) = 0 tiene
multiplicidad m− 1 en p.

Demostración. Podemos suponer que p es el origen de coordenadas, es decir, mp = (x, y). Escribamos
p(x, y) como suma de polinomios homogéneos

p(x, y) = pm(x, y) + pm+1(x, y) + · · ·+ pn(x, y) pm(x, y) =
m∑

r=0

λrx
rym−r

Como m ≥ 1, en la expresión de pm(x, y), parece x o y. Supongamos que aparece y, es decir, λr 6= 0
para algún r 6= m. Entonces

∂

∂y
p(x, y) =

m∑
r=0

(m− r)λrx
rym−r−1+monomios de grado mayor o

igual que m

Como
m∑

r=0
(m− r)λrx

rym−r−1 6= 0, concluimos que Dp(x, y) = 0 tiene multiplicidad m− 1.

Denotemos A = k[x, y]. Sabemos que la explosión de A2 = Spec A en el origen, está recubierto
por los abiertos afines Spec A[x

t , y
t ], con t = x, y. Denotemos Ā = A[x

t , y
t ].

Lema 4.8.6 (fundamental). Sea D : A → A un operador diferencial de orden 1. Existe un operador
diferencial de orden 1 D̄ : Ā → Ā tal que para todo P ∈ A (de multiplicidad m en el origen) se verifica

DP

tm−1
= D̄(

P

tm
)

“La transformada propia de la derivada es la derivada de la transformada propia”.

Demostración. Todo operador diferencial de orden 1 es la suma de una homotecia y una derivación.
Basta demostrar el lema para cuando D sea una homotecia y para cuando sea una derivación.

1. Sea D = h una homotecia, i.e., DP = h ·P . Tomando D̄ = t ·h se cumple la igualdad requerida.

2. Sea D una derivación. Tenemos que

DP

tm−1
= (tD)(

P

tm
) + (mDt)(

P

tm
) = D̄(

P

tm
)

donde D̄ = m ·Dt+ tD. Observemos que D̄ es un operador diferencial de orden 1 porque m ·Dt
es una homotecia y tD es una derivación de At que deja estable a Ā, pues D̄(x

t ) = Dx− x
t Dt y

D̄(y
t ) = Dy − y

t Dt.
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Observación 4.8.7. La fórmula del lema fundamental demuestra, directamente, para curvas planas,
que la multiplicidad no aumenta después de una explosión: Si C es de multiplicidad 1 en p, entonces
la curva explotada es isomorfa a C y no hay nada que decir. Si C ≡ P = 0 es de multiplicidad m > 1,
podemos suponer que DP es de multiplicidad m − 1, luego por inducción sobre la multiplicidad,
podemos suponer que DP/tm−1 es de multiplicidad menor o igual que m−1 (en los puntos de la fibra
excepcional). Por tanto, D̄(P/tm) es de multiplicidad menor o igual que m − 1 (en los puntos de la
fibra excepcional). Por los lemas anteriores, P/tm es de multiplicidad menor o igual que m (en los
puntos de la fibra excepcional).

Definición 4.8.8. Sea p ∈ C y Cr → π. . . → C una sucesión de transformaciones cuadráticas. Los
puntos de π−1(p) se les llamará “puntos de la curva C infinitamente próximos” a p.

Teorema 4.8.9 (de existencia de curvas de contacto maximal). Sea p un punto de multiplicidad
m de una curva plana C. Existe una curva plana C ′ regular en p que pasa (sus transformadas propias)
por todos los puntos de C infinitesimalmente próximos a p de multiplicidad m.

Demostración. Vamos a proceder por inducción sobre la multiplicidad m de C ≡ P = 0 en p.
Si m = 1 la propia C es una curva de contacto maximal.
Supongamos que m > 1. Consideremos un operador diferencial D de orden 1 tal que DP = 0

tenga multiplicidad m− 1 en p. Por el lema fundamental todo punto de C infinitamente próximo a p
de multiplicidad m es un punto de C ′ ≡ DP = 0 infinitamente próximo a p de multiplicidad m − 1:
Sigamos las notaciones del lema fundamental. La explosión de C ≡ P = 0 en p tiene de ecuaciones
P/tm = 0, la explosión de C̃ ≡ DP = 0 en p tiene de ecuaciones DP/tm−1 = D̄(P/tm) = 0. Por
tanto, si un punto de la explosión de C ≡ P = 0 en p tiene multiplicidad m, éste será un punto de
la explosión de C̃ ≡ DP = 0 en p de multiplicidad mayor o igual m − 1. Como la multiplicidad no
aumenta después de una explosión, tendremos que si un punto de la explosión de C ≡ P = 0 en p
tiene multiplicidad m, éste será un punto de la explosión de C̃ ≡ DP = 0 en p de multiplicidad m−1.
Argumentando del mismo modo con las curvas explotadas P/tm = 0 y DP/tm−1 = D̄(P/tm) = 0
concluimos.

Por hipótesis de inducción, existe una curva C ′ regular en p que pasa (sus transformadas propias)
por todos los puntos infinitamente próximos a p ∈ C̃ ≡ DP = 0 de multiplicidad m − 1. Por tanto,
C ′ pasa (sus transformadas propias) por todos los puntos de C infinitesimalmente próximos a p de
multiplicidad m.

En caso de una rama anaĺıtica sabemos, por la subsección anterior, que la curva del teorema es la
curva de máxima multiplicidad de intersección.

Corolario 4.8.10. Toda curva plana reducida desingulariza mediante un número finito de transfor-
maciones cuadráticas.

Demostración. Escribamos la ecuación de la curva 0 = p1 · · · pr (con pi irreducibles y pi 6= pj cuando
i 6= j, pues la curva es reducida). Explotando hasta separar las componentes, podemos suponer que
la curva viene definida por los ceros de un polinomio P = 0 irreducible.

Consideremos una curva P ′ = 0, regular en p, que pase por todos los puntos infinitesimalmente
próximos a P = 0, de multiplicidad m. Como la multiplicidad de intersección de éstas dos curvas es
finita, por 4.5.3, tenemos que después de un número finito de explosiones la multiplicidad de C ha de
bajar estrictamente. Fácilmente concluimos.
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4.9 Problemas

1. Probar que los anillos de valoración del cuerpo de fracciones de C[x, y]/(x2 + y2 − 1), que
contienen a C, se corresponden con los puntos de la circunferencia en el plano proyectivo.

2. Probar que las C-álgebras C[x, y]/(x2 + y2 − 1), C[x] no son isomorfas aunque śı son birracio-
nalmente isomorfas.

3. Calcular el cierre entero de Z[ 2
√

5].

4. Desingularizar la curva y2 − x7 = 0. ¿Es esta curva birracional a la recta af́ın?

5. Calcular los anillos de valoración del cuerpo de fracciones de C[x, y]/(y2−x2+x3), que contengan
a C.

6. Calcular la multiplicidad de intersección de y2 − x3 + y4 = 0 con yx + x3 + y3 = 0 en el origen.

7. Definir una curva plana que pase por el origen cuyo árbol de explosión en el origen sea
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8. Probar que el morfismo k[x, y]/(y2 − x2 + x3) ↪→ [k[x, y
x ]/(( y

x )2 − 1 + x)] y
x−1 no es un morfismo

finito.

9. Sean X e Y dos k-variedades algebraicas y x ∈ X e y ∈ Y dos puntos racionales. Probar que

m(x,y)(X ×k Y ) = mx(X) ·my(Y )

10. Probar que las cúbicas proyectivas y2−x3−1 = 0 y y2−x3−2 = 0 se cortan en un único punto
con multiplicidad 9.

11. Parametrizar la curva x6 − x2y3 − y5 = 0. Calcular sus soluciones racionales.

12. Probar el Teorema de Pascal: Si un hexágono está inscrito en una cónica irreducible, entonces
los lados opuestos se cortan en puntos alineados.

13. Probar el Teorema de Pappus: Sean R1, R2 dos rectas; p1, p2, p3 ∈ R1 y q1, q2, q3 ∈ R2 (ninguno
de ellos se encuentran sobre R1 ∩R2). Sea Rij la recta que une pi y qj . Probar que los puntos
pij = Rij ∩Rji (i < j) están alineados.

14. Ley de grupo en las cúbicas. Sea C una cúbica plana no singular. Fijemos un punto p0 ∈ C.
Dados dos puntos p, q ∈ C, la recta que pasa estos dos puntos, corta a C en un tercer punto r.
Definamos φ : C×C → C, (p, q) 7→ r. Probar que la aplicación C×C → C, (p, q) 7→ φ(p0, φ(p, q))
dota a C de estructura de grupo abeliano.

15. Sean C3, C ′3 dos cúbicas planas que se cortan en 9 puntos distintos, de manera que 6 de ellos
están sobre una cónica. Probar que los tres restantes están alineados.
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16. Demostrar que las tangentes a una cúbica irreducible plana en 3 puntos alineados cortan a la
cúbica en otros 3 puntos alineados.

17. Demostrar que si un triángulo está inscrito en una cónica irreducible, entonces los puntos de
corte de cada lado del triángulo con la tangente a la cónica en el vértice opuesto, están alineados.

18. Probar que una recta que pase por dos puntos de inflexión de una cúbica plana irreducible pasa
por un tercer punto de inflexión.

19. Probar que si una cúbica pasa por ocho de los nueve puntos distintos de corte de otras dos
cúbicas, entonces también pasa por el noveno.

20. Sea C3 una cúbica plana y x ∈ C3 un punto de inflexión. Probar que los puntos y ∈ C3 para
los que existe una cónica que que cumpla mx(C3 ∩ C2) = my(C3 ∩ C2) = 3, son las terceras
intersecciones de las rectas que unen los puntos de inflexión con x.

21. Teorema de Cayley-Bacharay: Sea Cn+m−3 una curva plana de n+m−3 que pasa por n ·m−1
de los puntos de intersección de dos curvas de grados n y m. Probar que Cn+m−3 pasa por el
punto restante.

22. Si una curva Cn+m−γ de grado n + m − γ (γ > 3), pasa por n · m − (γ−1)(γ−2)
2 de los n · m

puntos distintos en los que se cortan dos curvas de grados n y m, entonces pasa también por los
restantes puntos siempre que dichos puntos no estén en una curva de grado γ − 3.

23. Si una cónica es tangente a una cúbica en tres puntos distintos, entonces los puntos de intersec-
ción restantes de la cúbica con las rectas que unen estos tres puntos están alineados.

24. Las tangentes en seis puntos de intersección distintos de una cúbica con una cónica cortan a la
cúbica de nuevo en seis puntos de una cónica.

25. (a) Sea C la cúbica plana y2 = x2 +x3. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
A1 → C, x = t2 − 1, y = t3 − t. Calcular el área del “ojo del lazo” definido por la curva
y2 = x2 + x3.

(b) Sea C la cúbica plana y2 = x3. El haz de rectas y = tx define un morfismo birracional
A1 → C, x = t2, y = t3.

26. Probar que si una cónica tiene un punto singular entonces no es irreducible.

27. Probar que si una cúbica plana tiene dos puntos singulares entonces no es irreducible.

28. Probar que si una cuártica plana tiene cuatro puntos singulares entonces no es irreducible.

29. Probar que (0, 0), (2, 0), (0, 2) son puntos singulares de la cuártica plana xy(x + y − 2)− (x2 +
y2 − 2x − 2y)2 = 0 ¿Existen más puntos singulares? Parametrizar esta cuártica (mediante un
haz de cónicas).

30. Justificar por qué las circunferencias x2 + y2 − 1 = 0, x2 + y2 − 2 = 0 han de ser tangentes en
algún punto del infinito, sin hacer el cálculo expĺıcito de sus tangentes en los puntos del infinito.

31. Calcular la multiplicidad de intersección de las cúbicas proyectivas planas y2 − x3 = 0 con
y2 − x3 − 1 = 0, en todos los puntos de intersección. Poner un ejemplo de dos cúbicas planas
afines irreducibles, cuyos puntos de corte estén alineados.
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32. Sea s(x, y) ∈ k[[x, y]] tal que s(0, 0) = 0 y s(x, y) /∈ (x). Probar que

(a) k[[x]] → k[[x, y]]/(s(x, y)), t(x) 7→ t(x) es un morfismo finito.

(b) Supongamos que s(x, y) es irreducible. El cierre entero de k[[x, y]]/(s(x, y)) = A en su
cuerpo de fracciones es un A-módulo finito, que como anillo es isomorfo a un anillo de
series formales en una variable.

33. Denotemos por C((x)) el cuerpo de fracciones de C[[x]]. Probar que C(( ∞
√

x)) := lim
→
n

C(( n
√

x))

es un cuerpo algebraicamente cerrado.
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